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Resumo
Neste trabalho, estamos interessados em descrever o comportamento dos modos lon-
gitudinais em plasmas magnetizados sujeitos a um campo eletromagne´tico externo na
aproximac¸a˜o de dipolo. Admitimos oscilac¸o˜es coletivas na direc¸a˜o de polarizac¸a˜o da ra-
diac¸a˜o externa. Para tratar o problema utilizamos um modelo semicla´ssico, em que em-
pregamos uma formulac¸a˜o quaˆntica para descrever os ele´trons e cla´ssica para a descric¸a˜o
dos campos externos.
Com essa abordagem, obtivemos uma expressa˜o para a constante diele´trica semelhante
a` obtida para os modos de Bernstein [1], pore´m acrescida de um somato´rio no nu´mero de
fo´tons envolvidos nas transic¸o˜es eletroˆnicas. Apesar de se tratar de um somato´rio infinito,
verificamos que e´ poss´ıvel, como boa aproximac¸a˜o, limita´-lo a um nu´mero ma´ximo de
fo´tons, e assim obter gra´ficos referentes a` relac¸a˜o de dispersa˜o. Para gerar as curvas de
dispersa˜o, calculamos numericamente as ra´ızes da constante diele´trica por meio de uma
subrotina escrita em linguagem C.
Os limites assinto´ticos (harmoˆnicos ciclotroˆnicos) referentes a pequenos comprimen-
tos de onda na˜o sa˜o alterados pela presenc¸a da radiac¸a˜o, pore´m observamos o surgimento
de modos ressonantes propagativos e de modos estaciona´rios com comprimentos de onda
finitos e na˜o nulos. Analisamos a influeˆncia do nu´mero de fo´tons envolvidos nas transic¸o˜es
eletroˆnicas entre os n´ıveis de Landau e de paraˆmetros do plasma como densidade e tem-
peratura sobre o aspecto das curvas de dispersa˜o. Verificamos que no limite de baixas
temperaturas a presenc¸a da radiac¸a˜o afeta significativamente as curvas de dispersa˜o, en-
tretanto, para plasmas mais energe´ticos essa influeˆncia praticamente desaparece. Na o´tica
quaˆntica esse comportamento sugere uma relac¸a˜o de predominaˆncia entre os processos de
transic¸a˜o eletroˆnica motivados pela interac¸a˜o ele´tron-plasmon e pela interac¸a˜o ele´tron-
fo´ton.
Por fim, verificamos a forte dependeˆncia dos modos coletivos longitudinais com a mag-
nitude do campo magnetosta´tico e com a amplitude do campo de radiac¸a˜o. Observamos
que as oscilac¸o˜es em torno dos harmoˆnicos ciclotroˆnicos sa˜o intensificadas a` medida que
aumentamos a amplitude do campo ele´trico da radiac¸a˜o e atenuadas quando aumentamos
a magnitude do campo magnetosta´tico.
Palavras-Chave: Plasma Magnetizado, Modos Longitudinais, Relac¸a˜o de Dispersa˜o.
Abstract
In this work, we are interested to describe the behavior of longitudinal modes in
magnetized plasmas subjected to an external electromagnetic field in the dipole approxi-
mation. We assume that collective modes are in the direction of polarization of the
external field. To describe the system, we employ a semiclassical model, for which elec-
trons receive a quantum mechanical treatment and the external fields are treated from a
classical viewpoint.
This approach provide us an expression for the dielectric constant similar to that found
for the Bernstein modes [1], however, increased by a sum over the number of photons
involved on the electronic transitions. Although the sum is infinite, we show that is
possible, to a good approximation, restrict it to a maximum number of photons and then,
obtain graphs for the dispersion relation. To generate the dispersion relation graphs, we
compute numerically the roots of the dielectric constant by means of a subroutine written
in C language.
The asymptotic limits (cyclotron harmonics) for small wavelengths are not affected by
presence of radiation however, we observed the emergence of resonant propagative modes
and stationary modes with wavelengths finite and nonzero. We analyze the influence of the
number of photons involved on the electronic transitions between Landau levels and how
the plasma parameters such as density and temperature affect the dispersion curves. We
found that in the low temperatures limit the presence of radiation significantly affects the
dispersion curves, whereas for more energetic plasmas this influence virtually disappears.
In the quantum picture this behavior suggests a relationship of dominance between the
electronic transitions driven by electron-plasmon interaction and caused by the electron-
photon interaction.
Finally, we found a strong dependence of the longitudinal collective modes with the
magnitude of the magnetostatic field and the amplitude of the radiation field. We observed
that the oscillations around the cyclotron harmonics are intensified as we increase the
amplitude of the radiation field and attenuated when we increase the magnitude of the
homogeneous magnetic field.
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Introduc¸a˜o
Em meados de 1830, o cientista britaˆnico Michael Faraday realizou uma se´rie de ex-
perimentos para investigar um fenoˆmeno que lhe chamava a atenc¸a˜o: a luminosidade emi-
tida por um ga´s rarefeito quando submetido a uma descarga ele´trica. Nos anos seguintes,
sugeriu-se que essa luminosidade era provocada pela interac¸a˜o de “raios”que partiam do
ca´todo, denominados raios cato´dicos, com as part´ıculas do ga´s. Entretanto, foi somente
em torno de 1870 que se conheceu a verdadeira natureza dos raios cato´dicos, que nada mais
eram que feixes de ele´trons com altas velocidades emitidos do ca´todo quente. Nessa e´poca
o ga´s incandescente observado no interior dos tubos foi denominado mate´ria radiante.
Em seus experimentos sobre espalhamento de ele´trons em gases ionizados[2], Tonks
e Langmuir detectaram a presenc¸a de ele´trons com energias abaixo da que se esperava.
Para explicar este fenoˆmeno eles sugeriram a existeˆncia de oscilac¸o˜es ele´tricas responsa´veis
por causar espalhamento tanto por submeter os ele´trons a variac¸o˜es abruptas dos campos
quanto por provocar flutuac¸o˜es nos potenciais dos eletrodos.
Durante o ano de 1929 Tonks e Langmuir comprovaram experimentalmente a exis-
teˆncia dessas oscilac¸o˜es [3]. Verificaram ainda que essas variac¸o˜es ele´tricas eram ta˜o
ra´pidas (ca. 109s−1) que os ı´ons, por serem mais pesados, permaneciam praticamente
inco´lumes. Neste mesmo ano, eles introduziram o termo plasma para se referir a` porc¸a˜o
do ga´s com densidades elevadas e aproximadamente iguais de ı´ons e ele´trons e, ale´m disso,
elaboraram uma teoria para explicar as oscilac¸o˜es eletroˆnicas de plasma como assim as
denominaram. Surgia-se assim uma nova a´rea da F´ısica, a F´ısica dos Plasmas.
A partir de enta˜o, especialmente entre as de´cadas de 1930 e 1950, a F´ısica dos plasma
teve seus fundamentos teo´ricos estabelecidos. Nesse per´ıodo, A. A. Vlasov [4] tratou o
problema da propagac¸a˜o de ondas longitudinais em plasmas na˜o colisionais sob o ponto
de vista da teoria cine´tica, onde obteve uma relac¸a˜o de dispersa˜o para o caso em que a
velocidade de fase das ondas e´ muito maior que a velocidade te´rmica dos ele´trons. Decor-
ridos oito anos do trabalho de Vlasov, L. D. Landau [5] mostrou que quando o problema
e´ tratado matematicamente de forma mais rigora, pelos me´todos da transformada de
Laplace e de integrais de contorno, e´ poss´ıvel prever a existeˆncia de um novo efeito:
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o amortecimento dos modos eletrosta´ticos, que ficou conhecido como amortecimento de
Landau. Esse fenoˆmeno foi justificado por um mecanismo ressonante de transfereˆncia de
energia entre as ondas e os ele´trons energe´ticos [6]. Do estudo das oscilac¸o˜es ioˆnicas de
baixa frequeˆncia sob a ac¸a˜o de campos magne´ticos [7], H. Alfve´n desenvolveu um impor-
tante ramo da F´ısica dos Plasmas conhecido como Teoria Magnetohidrodinaˆmica(Teoria
MHD). Com as ferramentas desenvolvidas ele foi capaz de descrever o mecanismo de
propagac¸a˜o de ondas transversais na˜o dispersivas ao longo do campo magne´tico. Essas
ondas ficaram conhecidas como ondas hidromagne´ticas ou ondas de Alfve´n. Nos anos
que se sucederam aos trabalhos de Alfve´n, plasmas magnetizados foram intensamente
estudados, em especial com relac¸a˜o a` propagac¸a˜o de ondas longitudinais perpendiculares
a um campo magne´tico esta´tico. Gross[8] demonstrou a existeˆncia de gaps no espectro
de frequeˆncias para os modos longitudinais perpendiculares ao campo magne´tico com
diferenc¸as aproximadamente mu´ltiplas da frequeˆncia ciclotroˆnica. Nesse estudo, ele suge-
riu que os modos com comprimento de onda pro´ximo ao comprimento de Debye podem
sofrer fortes atenuac¸o˜es. Bernstein [1] realizou um trabalho bastante completo sobre a
propagac¸a˜o dos modos longitudinais em plasmas magnetizados. Verificou a existeˆncia de
gaps no esprectro de frequeˆncias, pore´m, contrapondo-se a`s previsa˜o de Gross, demons-
trou a auseˆncia de atenuac¸o˜es desses modos em plasmas pro´ximos ao equil´ıbrio te´rmico.
Os modos longitudinais perpendiculares ao campo magne´tico esta´tico ficaram conheci-
dos como modos de Bernstein ou modos harmoˆnicos ciclotroˆnicos. Trabalhos posteriores
[9, 10, 11] comprovaram experimentalmente a existeˆncia desses modos.
Em complemento a`s descric¸o˜es cine´tica e hidrodinaˆmica empregadas ate´ enta˜o, a
partir dos anos 1960 foi proposta uma abordagem com base nas ferramentas da mecaˆnica
quaˆntica (MQ). Esse tratamento, apesar de inadequado para a resoluc¸a˜o de problemas
mais simples, apresenta grandes vantagens quando questo˜es mais complicadas envolvendo
interac¸o˜es na˜o-lineares sa˜o consideradas. No tratamento quaˆntico as ondas no plasma sa˜o
compostas por quase-part´ıculas (plasmons), que interagem entre si e com as part´ıculas
do plasma. Nessa nova abordagem, Pines e Schrieffer [12] desenvolveram um trabalho
pioneiro em que obtiveram um hamiltoniano de interac¸a˜o para as part´ıculas e os plasmons
(os quanta das ondas de Langmuir) e para as part´ıculas e os fonons (os quanta das
ondas acu´stico ioˆnicas). Determinaram a taxa de variac¸a˜o das func¸o˜es de distribuic¸a˜o
das part´ıculas e das quase-part´ıculas e explicaram o amortecimento de Landau como uma
competic¸a˜o entre os processos de absorc¸a˜o e emissa˜o estimulada das quase-part´ıculas
pelas part´ıculas. A partir de enta˜o o formalismo da MQ foi amplamente empregado para
a descric¸a˜o de plasmas livres e magnetizados e resultados previstos pelas teorias cine´tica
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e hidrodinaˆmica puderam ser recuperados quando tomado o limite cla´ssico [13].
Atualmente um dos assuntos que mais atraem a atenc¸a˜o dentro da F´ısica dos Plasmas
e´ a pesquisa da fusa˜o termonuclear controlada. Apesar de os primeiros experimentos em
fusa˜o nuclear remontarem ao final da de´cada de 1940, seu ra´pido avanc¸o ocorreu somente
apo´s as pesquisas nessa a´rea tornarem-se pu´blicas em 1958. A obtenc¸a˜o de reac¸o˜es de
fusa˜o nuclear dentro de uma ma´quina de confinamento envolve um problema associado
aos mecanismos utilizados para aquecer o plasma ate´ altas temperaturas. Essa motivac¸a˜o
desencadeou, a partir da de´cada de 1960, uma se´rie de trabalhos associados ao aqueci-
mento de plasmas atrave´s da incideˆncia de um campo de radiac¸a˜o. Nessa perspectiva, a
descric¸a˜o quaˆntica apresentava uma grande vantagem em relac¸a˜o a`s demais, ao explicar
o fenoˆmeno como um processo de absorc¸a˜o de fo´tons do campo de radiac¸a˜o pelos ele´trons
durante suas coliso˜es com os nu´cleos. Nessa e´poca, o formalismo da MQ ganhava um
grande impulso e diversos trabalhos associados a` interac¸a˜o de plasmas com campos de
radiac¸a˜o eletromagne´tica foram publicados [14, 15, 16, 17].
A presente dissertac¸a˜o esta´ estruturada em quatro cap´ıtulos e inicia-se com a apre-
sentac¸a˜o de alguns conceitos ba´sicos em F´ısica de Plasmas e fundamentais para o en-
tendimento das oscilac¸o˜es coletivas longitudinais, que representa o objetivo central deste
trabalho. Esses aspectos fundamentais, bem como os crite´rios de plasma sa˜o apresentados
de forma suscinta no primeiro cap´ıtulo.
No cap´ıtulo 2 estudamos as oscilac¸o˜es coletivas em plasmas livres e magnetizados
sob a perspectiva das teorias hidrodinaˆmica e cine´tica. Vimos que a teoria hidrodinaˆmica
fornece os modos na˜o propagativos de Langmuir para plasmas livres e as oscilac¸o˜es h´ıbridas
para plasmas magnetizados. Mostramos que esses resultados podem ser recuperados a
partir da descric¸a˜o cine´tica quando tomamos o limite de baixas temperaturas. Finalizamos
o cap´ıtulo com a obtenc¸a˜o da relac¸a˜o de dispersa˜o para os modos longitudinais que se
propagam no plano perpendicular ao campo magne´tico axial.
No cap´ıtulo 3 apresentamos os ca´lculos desenvolvidos neste trabalho para a obtenc¸a˜o
da relac¸a˜o de dispersa˜o dos modos longitudinais em um plasma magnetizado submetido
a um campo de radiac¸a˜o. Assumimos um campo magnetosta´tico axial e um campo de
radiac¸a˜o monocroma´tica polarizada na direc¸a˜o do eixo-x, em regime de onda plana e na
aproximac¸a˜o de dipolo. Tratamos inicialmente o plasma dentro do formalismo da MQ
e somente ao final dos ca´lculos tomamos o limite cla´ssico (~ → 0) para a obtenc¸a˜o da
func¸a˜o diele´trica. Observamos que na auseˆncia de radiac¸a˜o o resultado obtido em [13] e´
recuperado.
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No cap´ıtulo 4 consideramos a propagac¸a˜o de plasmons na direc¸a˜o de polarizac¸a˜o da
radiac¸a˜o e constatamos que na auseˆncia de radiac¸a˜o os modos de Bernstein sa˜o recupera-
dos. Comentamos sobre o me´todo utilizado para resolver numericamente a equac¸a˜o de
dispersa˜o e apresentamos os gra´ficos obtidos para os modos longitudinais. Analisamos as
principais alterac¸o˜es provocadas pela introduc¸a˜o da radiac¸a˜o sobre o aspecto das curvas
de dispersa˜o. Observamos como o nu´mero de fo´tons envolvidos nas transic¸o˜es eletroˆnicas
se reflete no aspecto dessas curvas e a possibilidade de considerar um nu´mero ma´ximo
de fo´tons no processo. Obtivemos tambe´m gra´ficos para diferentes valores de densidade e
temperatura do plasma, bem como para valores distintos dos campos externos.
Finalizamos o trabalho com as concluso˜es e algumas perspectivas de atuac¸o˜es futuras.
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1 Aspectos Fundamentais em
F´ısica de Plasmas
Hoje se sabe que a “mate´ria radiante”, como assim se referiam os cientistas do final
do se´culo XIX ao ga´s incandescente observado dentro dos tubos a va´cuo, constitui quase
toda a mate´ria vis´ıvel do universo. Em nosso sistema solar, por exemplo, somente o Sol
- uma esfera de plasma - e´ responsa´vel por 99,86% de toda sua massa.
O motivo para na˜o presenciarmos com tanta frequeˆncia a mate´ria neste estado pode
ser compreendido quando utilizamos a equac¸a˜o de Saha [18, 19], que nos informa a raza˜o
aproximada entre a densidade de a´tomos ionizados ni e a densidade de a´tomos neutros
nn que se deve esperar de um ga´s no equil´ıbrio te´rmico.
ni
nn




onde T e´ a temperatura do ga´s em Kelvin, U a energia de ionizac¸a˜o dos a´tomos que
compo˜em o ga´s e kB ≈ 1, 38× 10−23 J/K e´ a constante de Boltzmann.
Para o ar atmosfe´rico, por exemplo, temos os valores nn ≈ 3 × 1025 m−3, T = 300K
e U = 14, 5 eV que nos permite obter um valor extremamente baixo para o grau de
ionizac¸a˜o: ni/nn ≈ 10−122. Por esse motivo dizemos que o ar atmosfe´rico nas condic¸o˜es
normais e´ um ga´s neutro.
O fator exponencial em (1.1) expressa o fato de que, no equil´ıbrio te´rmico, o nu´mero de
a´tomos ra´pidos, efetivos para as ionizac¸o˜es, cai exponencialmente com U/kBT . A` medida
que aumentamos a temperatura do sistema esse fator assume valores cada vez maiores ate´
que quando U e´ poucas vezes maior que kBT dar-se in´ıcio a um crescimento abrupto da
frac¸a˜o de a´tomos ionizados e assim dizemos que o ga´s se encontra no estado denominado
plasma. Esse comportamente esta´ ilustrado na Tabela 1, em que calculamos as frac¸o˜es
de a´tomos ionizados ni/n, onde n = ni + nn, em diferentes temperaturas para um ga´s
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Espe´cie atoˆmica
Temperatura (eV) Hg H N He
0.026 10−88 10−114 10−122 10−206
0.100 10−23 10−29 10−32 10−53
0.500 0.000174 0.000007 0.000003 10−10
1.000 0.052631 0.011076 0.006972 0.000046
2.000 0.689320 0.425440 0.356765 0.035329
3.000 0.944297 0.865752 0.831258 0.313524
4.000 0.983556 0.965113 0.956741 0.707477
5.000 0.992885 0.986779 0.984161 0.900772
10.00 0.999103 0.998771 0.998651 0.996329
Tabela 1: Valores da frac¸a˜o de a´tomos ionizados para diferentes temperaturas e para
diferentes espe´cies atoˆmicas. Utilizamos para a densidade total n = ni + nn = 3, 0 ·
1025 m−3. A menor temperatura da tabela corresponde a T ≈ 300 K.
composto por a´tomos de mercu´rio (Hg), hidrogeˆnio (H), nitrogeˆnio (N) e he´lio(He).
Os potenciais de ionizac¸a˜o para as espe´cies exemplificadas sa˜o: UHg = 10.44 eV ,
UH = 13.60 eV , UN = 14.53 eV e UHe = 24.59 eV .
1.1 Definic¸a˜o de plasma
A mate´ria vis´ıvel existente no universo e´ classificada em quatro estados: so´lido,
l´ıquido, gasoso e plasma. A diferenc¸a ba´sica entre esses estados reside na magnitude
dos potenciais de ligac¸a˜o que manteˆm suas part´ıculas constituintes agregadas. O aqueci-
mento de uma substaˆncia que se encontra no estado so´lido ou l´ıquido acarreta uma maior
agitac¸a˜o de suas part´ıculas. Considerando que esse aquecimento se deˆ de forma grada-
tiva, o sistema atingira´ um estado em que sua energia te´rmica equiparar-se-a´ a` energia de
ligac¸a˜o que mante´m o sistema unido, ocorrendo assim uma transic¸a˜o de fase.
Da mesma forma, se fornecermos energia a um sistema gasoso, seja por aquecimento,
por descarga ele´trica ou pela incideˆncia de radiac¸a˜o, podemos produzir a ionizac¸a˜o dos
a´tomos ou mole´culas que o compo˜em e assim obter o plasma. Contudo, conforme vimos em
(1.1), em qualquer ga´s sempre ha´ algum grau de ionizac¸a˜o e portanto a simples designac¸a˜o
ga´s ionizado na˜o e´ uma boa definic¸a˜o de plasma. Uma definic¸a˜o mais precisa e´ a seguinte:
Plasma e´ um ga´s quase-neutro composto por ele´trons, ı´ons positivos e part´ıculas ele-
tricamente neutras que exibem comportamento coletivo.




Em um plasma, ele´trons, ı´ons e part´ıculas neutras esta˜o em constante movimento
te´rmico e frequentemente colidem entre si. Nesse aspecto o plasma na˜o difere dos gases
ordina´rios, possuindo assim um comportamento de fluido. Contudo, uma das carac-
ter´ısticas ba´sicas dos plasmas na˜o reside nas coliso˜es randoˆmicas de suas part´ıculas, mas
no fato delas interagirem entre si atrave´s de forc¸as de longo alcance.
Por ser composto por part´ıculas carregadas, o movimento relativo entre porc¸o˜es do
plasma pode gerar concentrac¸o˜es locais de cargas positivas e negativas que, de acordo com
as leis do eletromagnetismo, da˜o origem a existeˆncia de campos ele´tricos. Ale´m disso, esse
movimento produz correntes ele´tricas e consequentemente campos magne´ticos.
A existeˆncia desses campos permite que perturbac¸o˜es locais possam se propagar por
uma vasta regia˜o do plasma, afetando assim o movimento de part´ıculas muito distantes.
Neste aspecto o plasma exibe um cara´ter coletivo, que lhe confere uma se´rie de pro-
priedades particulares na˜o observadas nos gases neutros.
1.3 Quase-neutralidade e Blindagem de Debye
Uma caracter´ıstica fundamental do comportamento de um plasma e´ sua capacidade
em blindar potenciais ele´tricos locais nele aplicados. Na auseˆncia de campos externos
e em um volume pequeno comparado com o comprimento caracter´ıstico de variac¸a˜o de
paraˆmetros macrosco´picos como densidade e temperatura, pore´m suficientemente grande
para conter um grande nu´mero de part´ıculas, a carga l´ıquida total e´ nula:
∑
a
eana = 0, (1.2)
onde ea e na representam, respectivamente, a carga e a densidade das part´ıculas da espe´cie
a. A equac¸a˜o (1.2) expressa a neutralidade macrosco´pica do plasma.
Suponha que, na tentativa de gerar um campo ele´trico no interior de um plasma,
inserimos duas esferas carregadas conectadas a uma bateria.
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Figura 1: Desenho esquema´tico da blindagem de Debye.
Para restaurar a neutralidade, o plasma responde de modo a formar uma nuvem de
ı´ons em torno da esfera negativa e uma nuvem de ele´trons em torno da esfera positiva. Se
a agitac¸a˜o te´rmica das part´ıculas for nula, devera´ existir na nuvem a mesma quantidade
de carga, em mo´dulo, que ha´ na esfera. Neste caso, a blindagem e´ perfeita e nenhum
campo ele´trico residual e´ observado fora da nuvem. Por outro lado, se admitirmos algum
grau de agitac¸a˜o te´rmica, as part´ıculas que estiverem na borda1 da nuvem, onde o campo
ele´trico e´ fraco, possuem energia te´rmica suficiente para escapar do poc¸o de potencial
eletrosta´tico. Nessa situac¸a˜o, a blindagem na˜o e´ perfeita e potencias da ordem de kBT/e
podem penetrar no plasma, causando o aparecimento de campos ele´tricos finitos.
Vamos agora considerar que a esfera positiva encontra-se na origem do sistema de
coordenadas e possui um potencial eletrosta´tico ϕ0. O potencial nos pontos ao seu redor




= −e(ni − ne), (1.3)
onde ni e ne representam, respectivamente, as densidades de ı´ons e de ele´trons.
Se assumirmos mi/me → ∞, enta˜o, dentro da escala de tempo do experimento, os
ı´ons na˜o realizam movimentos significativos (aproximac¸a˜o de ı´ons fixos). Dessa forma,
temos que ni = n0, onde n0 representa a densidade de part´ıculas nas regio˜es distantes da
esfera, livres de sua influeˆncia.
Na presenc¸a de um potencial ele´trico a func¸a˜o de distribuic¸a˜o dos ele´trons no equil´ıbrio
te´rmico e´
1Denominamos borda da nuvem a regia˜o em que a energia potencial eletrosta´tica e´ aproximadamente



















A densidade de ele´trons pode ser obtida a partir da integrac¸a˜o da func¸a˜o de dis-











que corresponde a uma distribuic¸a˜o de Boltzmann e satisfaz n0 = ne(0).
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Assumindo que o potencial eletrosta´tico e´ fraco o suficiente tal que eϕ kBTe (crite´rio









cuja soluc¸a˜o e´ dada por









A quantidade λD e´ denominada comprimento de Debye [19, 18, 20] e representa uma
medida da distaˆncia caracter´ıstica a partir da qual potenciais localizados sa˜o blindados no
plasma. A partir dela podemos definir uma esfera de raio λD denominada esfera de Debye
que representa a regia˜o do plasma que conte´m as part´ıculas que blindam o potencial local.





As part´ıculas dentro da esfera de Debye na˜o sentem a presenc¸a de campos eletros-
ta´ticos gerados fora dela. Por esse motivo dizemos que o comportamento coletivo do
plasma ocorre dentro dessa esfera, regia˜o onde as part´ıculas interagem atrave´s de forc¸as
eletromagne´ticas.
1.4 Frequeˆncia de Plasma
Quando um plasma experimenta uma perturbac¸a˜o instantaˆnea em seu estado de
equil´ıbrio, surgem campos auto-consistentes 2 que agem sobre as part´ıculas na tenta-
tiva de restaurar a neutralidade do sistema. Esses campos sa˜o responsa´veis por colocar os
ele´trons em oscilac¸a˜o com uma frequeˆncia bem definida. Os ı´ons, por sua vez, devido sua
ine´rcia, na˜o tem tempo para responder aos campos oscilato´rios e sa˜o considerados fixos.
Para ilustrar esse processo, vamos considerar que uma camada de ele´trons de um
plasma inicialmente uniforme e em repouso e´ deslocada, em relac¸a˜o a um fundo de ı´ons
fixos, pela ac¸a˜o de uma forc¸a externa.
Quando essa influeˆncia externa e´ subitamente removida, o campo ele´trico interno
resultante do deslocamento das cargas acelera os ele´trons, cuja dinaˆmica e´ dada pela
equac¸a˜o




onde E = en0x/0 e´ obtido a partir da Lei de Gauss.
Obtemos de (1.12) que a dinaˆmica da camada de ele´trons e´ uma oscilac¸a˜o harmoˆnica
com frequeˆncia
2Campos gerados pelas part´ıculas do pro´prio plasma.
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Figura 2: Camada de ele´trons deslocada de sua posic¸a˜o de equil´ıbrio; d e x representam








Essas oscilac¸o˜es, que esta˜o intimamente associadas ao efeito da blindagem dos campos
ele´tricos, sa˜o denominadas oscilac¸o˜es de Langmuir [3, 21] e sa˜o as mais simples que pode-
mos observar em um plasma3. A frequeˆncia dessas oscilac¸o˜es e´ denominada frequeˆncia
natural de plasma ou simplesmente frequeˆncia de plasma.
1.5 Crite´rios para o Plasma
As oscilac¸o˜es coletivas em um plasma esta˜o intimamente associadas a` blindagem dos
campos ele´tricos. Essa blindagem, por sua vez, deve-se a uma distribuic¸a˜o de cargas
em uma esfera de raio λD. Contudo, se as dimenso˜es do plasma forem inferiores ao
comprimento de Debye essa blindagem na˜o sera´ efetiva e o sistema na˜o se comportara´
verdadeiramente como um plasma. Uma condic¸a˜o necessa´ria para que um ga´s ionizado
seja considerado plasma e´ que ele seja denso o suficiente tal que
λD  L, (1.14)
onde L representa a dimensa˜o do plasma.
Em adic¸a˜o a` (1.14) o comportamento coletivo requer ainda que haja um grande
3E´ importante ressaltar que para a derivac¸a˜o das oscilac¸o˜es de Langmuir negligenciamos a dinaˆmica
dos ı´ons e o movimento te´rmico dos ele´trons.
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nu´mero de part´ıculas na esfera de Debye
ND  1. (1.15)





a condic¸a˜o (1.15) pode ser reescrita como
g  1. (1.17)
O paraˆmetro g e´ chamado paraˆmetro de plasma e representa uma medida da raza˜o
da energia potencial me´dia entre as part´ıculas e da energia cine´tica me´dia do plasma [18].
A condic¸a˜o (1.17) e´ denominada aproximac¸a˜o de plasma.
Um u´ltimo aspecto que deve ser observado diz respeito a`s coliso˜es dos ele´trons com
as part´ıculas neutras. Seja τ o tempo me´dio entre essas coliso˜es, enta˜o, para que um ga´s
ionizado exiba comportamento coletivo, devemos ter
ωpτ > 1. (1.18)
A condic¸a˜o anterior garante que forc¸as hidrodinaˆmicas comuns (forc¸as de colisa˜o) na˜o
determinara˜o o comportamento do plasma.
Os crite´rios (1.14), (1.17) e (1.18), juntamente com a condic¸a˜o de neutralidade (1.2)
devem ser satisfeitos em um plasma.
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2 Ondas em plasmas
Nesse cap´ıtulo estudaremos as oscilac¸o˜es coletivas em plasmas por meio das duas
formulac¸o˜es usuais: a teoria hidrodinaˆmica e a teoria cine´tica. Em cada formulac¸a˜o
estudaremos o problema das oscilac¸o˜es coletivas em um plasma livre1 e em um plasma
magnetizado 2.
Na teoria hidrodinaˆmica o cara´ter individual das part´ıculas que compo˜em o sistema
e´ negligenciado. Em vez disso, o plasma e´ tratado sob um ponto de vista puramente
macrosco´pico, sendo composto por elementos de volume com valores me´dios bem definidos
de velocidade e densidade. Nessa formulac¸a˜o o plasma e´ visto como um fluido condutor
cuja dinaˆmica e´ governada por uma combinac¸a˜o das Leis de Maxwell e das equac¸o˜es de
Navier-Stokes. A abordagem hidrodinaˆmica e´ precisa quando o movimento te´rmico das
part´ıculas do plasma e´ negligencia´vel quando comparado ao movimento em resposta aos
campos auto-consistentes ou quando a frequeˆncia de colisa˜o e´ suficientemente alta de tal
forma que a func¸a˜o de distribuic¸a˜o e´ mantida pro´xima a` Maxwelliana. A teoria cine´tica,
por outro lado, descreve o plasma como uma colec¸a˜o de part´ıculas a qual podemos associar
uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o na˜o necessariamente Maxwelliana. Plasmas na˜o colisionais,
por exemplo, ficam mais bem descritos por uma abordagem cine´tica, pois seu tratamento
na˜o fica restrito ao limite de baixas temperaturas. Nessa formulac¸a˜o as equac¸o˜es do
eletromagnetismo em conjunto com as equac¸o˜es cine´ticas determinam a evoluc¸a˜o temporal
do sistema.
2.1 Teoria Hidrodinaˆmica
Nessa sec¸a˜o faremos um estudo das ondas em plasmas no regime ω  ωcol, onde ω
e´ a frequeˆncia de oscilac¸a˜o dos campos auto-consistentes do plasma e ωcol a frequeˆncia
de colisa˜o. Nesse caso, podemos negligenciar as coliso˜es e tratar o sistema como na˜o
1Entende-se por plasma livre um plasma que na˜o esteja submetido a campos externos.
2Um plasma sujeito a um campo magne´tico uniforme e esta´tico.
24
colisional. Ale´m disso, negligenciaremos o efeito do movimento te´rmico das part´ıculas,
isto e´, assumiremos um plasma frio, em que a velocidade de propagac¸a˜o das ondas e´
consideravelmente superior a` velocidade te´rmica das part´ıculas. Trabalharemos tambe´m
na aproximac¸a˜o de ı´ons fixos e, portanto, os ele´trons representam a u´nica espe´cie de
interesse dinaˆmico que compo˜e o plasma.
2.1.1 Descric¸a˜o hidrodinaˆmica para um plasma livre
A velocidade me´dia dos ele´trons ue = ue(x, t) e sua densidade ne = ne(x, t) satisfazem
a equac¸a˜o de continuidade
∂ne
∂t
+∇ · (neue) = 0 (2.1)





(E + ue ×B), (2.2)







+ ue · ∇,
denominado derivada convectiva ou derivada material.
Os campos satisfazem as equac¸o˜es de Maxwell










∇ · E = ρ
0
(2.5)
∇ ·B = 0, (2.6)
onde J e ρ sa˜o as densidade de corrente e de carga produzidas pelos ele´trons, dadas por
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J = −eneue (2.7)
ρ = −e(ne − n0), (2.8)
sendo n0 a densidade de equil´ıbrio dos ele´trons que, pela condic¸a˜o (1.2), e´ igual a densidade
de ı´ons.
As equac¸o˜es (2.1) - (2.8) formam um conjunto de equac¸o˜es que descrevem a propagac¸a˜o
de ondas eletromagne´ticas em um plasma frio na formulac¸a˜o hidrodinaˆmica.
Para resolver tais equac¸o˜es utilizaremos o procedimento de linearizac¸a˜o, que consiste
em separar as varia´veis macrosco´picas do plasma em duas partes: uma correspondente a`
configurac¸a˜o de equil´ıbrio, que representaremos com sub´ındice 0, e uma parte correspon-
dente a uma pequena perturbac¸a˜o, que representaremos com sub´ındice 1,




ue = ue,0 + ue,1;
|ue,1|
|ue,0|  1 (2.10)
E = E0 + E1 (2.11)
B = B0 + B1. (2.12)
Esse procedimento nos permite obter equac¸o˜es dinaˆmicas para as perturbac¸o˜es.
As quantidades n0, ue,0, E0 e B0 em (2.9) - (2.12) expressam o estado do plasma
na auseˆncia de oscilac¸a˜o. Admitindo que no equil´ıbrio o plasma e´ uniforme, neutro e
encontra-se em repouso
ne = ni = n0, ue,0 = E0 = B0 = 0. (2.13)






onde negligenciamos os termos de ordem quadra´tica na perturbac¸a˜o.
Assumindo que as perturbac¸o˜es n1, ue,1, E1 sa˜o oscilac¸o˜es harmoˆnicas
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n1,ue,1,E1 ∝ exp[i(kx− ωt)], (2.15)
segue que,
ue,1 = − ie
meω
E1. (2.16)
Substituindo (2.16) em (2.7), obtemos a lei de Ohm, que relaciona densidade de
corrente e campo ele´trico
J1 = σE1, (2.17)
onde




e´ denominada condutividade de alta frequeˆncia do plasma.






Assumindo uma dependeˆncia do tipo e−iωt para todas as varia´veis dinaˆmicas do plasma
e utilizando as equac¸o˜es (2.17) e (2.18), obtemos
D1 = (ω)E1, (2.20)
onde

















e´ a permissividade ele´trica do plasma.
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Retornando a`s equac¸o˜es de Maxwell, segue de (2.3) e (2.4) com E,B ∼ e−iωt que
∇× E1 = iωB1 (2.22)
∇×B1 = −iµ0ω(ω)E1 (2.23)





isto e´, os campos ele´trico, magne´tico e o vetor de onda sa˜o ortogonais entre si.
Substituindo (2.24) em (2.23) e utilizando a identidade para o produto vetorial triplo,
obtemos
(k · E1)− E1(k · k) = −µ0ω2(ω)E1 (2.25a)
k(k · E1)− (k2 − µ0ω2(ω))E1 = 0. (2.25b)
Vemos da equac¸a˜o (2.25b) que, para uma onda puramente transversal, o primeiro





Por outro lado, se tomarmos o produto escalar de (2.25b) com o vetor de onda, temos
µ0ω(ω)(k · E1) = 0, (2.27)
donde vemos que para uma onda puramente longitudinal a equac¸a˜o a ser satisfeita e´
(ω) = 0. (2.28)
As equac¸o˜es (2.26) e (2.28) com (ω) dado por (2.21) sa˜o conhecidas como relac¸o˜es
de dispersa˜o dos modos transversais e longitudinais, respectivamente. Elas fornecem uma
relac¸a˜o funcional entre a frequeˆncia ω e a magnitude do vetor de onda k dos modos que
podem se propagar no plasma.
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A componente ele´trica dos modos transversais esta´ associada com uma componente
magne´tica [Eq. (2.24)] o que na˜o ocorre com os modos longitudinais. Por esse motivo dize-
mos que os modos transversais sa˜o eletromagne´ticos enquanto que os modos longitudinais
sa˜o eletrosta´ticos.
As equac¸o˜es obtidas para as relac¸o˜es de dispersa˜o fornecem restric¸o˜es para os modos
coletivos em um plasma frio livre de coliso˜es. Conclu´ımos das equac¸o˜es (2.28) e (2.21)
que os modos longitudinais, independente do comprimento de onda, possuem frequeˆncia
igual a` frequeˆncia de plasma (modos de Langmuir). Por outro lado, de acordo com as
equac¸o˜es (2.26) e (2.21), constatamos que os modos transversais somente sa˜o capazes de
se propagar com frequeˆncia superior a` frequeˆncia de plasma. Essa caracter´ıstica permite,
por exemplo, que se determine, por meio da reflexa˜o ou na˜o de ondas eletromagne´ticas, a
densidade de um plasma. Este fenoˆmeno foi observado na de´cada de 1920 por G. Breit e
M. Tuve, que descobriram a reflexa˜o de ondas de ra´dio pela ionosfera.
A partir de enta˜o, em virtude do desenvolvimento no setor de comunicac¸o˜es, surgiu
um grande interesse nos fenoˆmenos associados a` propagac¸a˜o de ondas eletromagne´ticas
na atmosfera. Contudo, o plasma presente na ionosfera esta´ tambe´m sujeito ao campo
magne´tico terrestre e por esse motivo, nessa e´poca, fenoˆmenos relacionados a plasmas
magnetizados foram extensivamente estudados.
2.1.2 Descric¸a˜o hidrodinaˆmica para um plasma magnetizado
Estudaremos agora as oscilac¸o˜es coletivas em um plasma sujeito a um campo magne´tico
uniforme e esta´tico B0. Nessa sec¸a˜o continuaremos assumindo modos de alta frequeˆncia
em regime de plasma frio.










+∇ · (neue) = 0. (2.30)
Os campos E e B das ondas sa˜o determinados a partir das equac¸o˜es (2.3) - (2.6),
onde as densidades de corrente e de carga sa˜o dadas por (2.7) e (2.8), respectivamente.
E´ importante notar que, devido a` condic¸a˜o (2.13), na˜o faremos mais distinc¸a˜o entre as
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varia´veis ue, E e B e suas correspondentes perturbac¸o˜es ue,1, E1 e B1.










+ n0∇ · ue = 0, (2.32)
onde n′e = ne − n0.
No caso de ondas monocroma´ticas, as varia´veis dinaˆmicas sa˜o proporcionais a ei(k·x−ωt)
e as equac¸o˜es (2.31) e (2.32) tomam a forma
−iωue + e
me







Tomando o eixo-z ao longo da direc¸a˜o do campo B0, obtemos de (2.33) as seguintes
expresso˜es para as componentes da velocidade
uex = −e(iωEx + ωcEy)
me(ω2 − ω2c )
, uey = −e(iωEy − ωcEx)
me(ω2 − ω2c )
, uez = −ieEZ
meω
, (2.35)
onde ωc = eB0/me e´ a frequeˆncia ciclotroˆnica dos ele´trons.
Utilizando as equac¸o˜es em (2.35) podemos, por meio das relac¸o˜es apresentadas na
sec¸a˜o anterior, determinar a densidade de corrente J = −en0ue, o tensor condutividade






onde ij e´ o tensor permissividade ele´trica.














ω(ω2 − ω2c )




Quando B0 = 0, o plasma e´ isotro´pico e o tensor εij torna-se proporcional ao tensor
unita´rio, εij = ε3δij.
A Lei de Ampe`re-Maxwell em (2.4) pode ser reescrita em termos do vetor desloca-




onde o vetor D e´ dado pelo produto
D = (ω) · E. (2.40)
Obtemos, das equac¸o˜es (2.39) e (2.40), para o caso de ondas planas monocroma´ticas
na direc¸a˜o do eixo-x, a equac¸a˜o
ikx×B = −iµ0ω(ω) · E. (2.41)
Para oscilac¸o˜es longitudinais (E = Exx), o primeiro membro de (2.41) se anula, e nesse
caso, a componente εxx = ε1 deve, obrigatoriamente, ser nula. Dessa forma, obtemos para
o plasma um modo na˜o propagativo com frequeˆncia dada por






A teoria de fluido usada na sec¸a˜o anterior e´ a descric¸a˜o mais simples para um plasma.
De fato, essa aproximac¸a˜o e´ suficiente para descrever uma ampla variedade de fenoˆmenos
observados, contudo, ha´ alguns fenoˆmenos para os quais esse tratamento e´ inadequado.
Nesse caso, precisamos considerar uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o Fa(x,v, t) para as part´ıculas
do tipo a que constituem o plasma.





onde dNa(x,v, t) representa o nu´mero de part´ıculas do tipo a que, no instante t, se
encontram no elemento de volume d3x d3v em torno do ponto (x,v) do espac¸o de fase.
A densidade de part´ıculas dessa espe´cie, na(x,v, t), pode ser obtida integrando (2.43)





Podemos ainda definir a func¸a˜o de distribuic¸a˜o normalizada, fa, que pode ser obtida






que implica em sua normalizac¸a˜o
∫
fa(x,v, t)d
3v = 1. (2.46)
Torna-se bastante conveniente trabalhar com esse tipo de distribuic¸a˜o normalizada,
uma vez que a elas podemos atribuir a interpretac¸a˜o de densidade de probabilidade, o
que facilita bastante o ca´lculo de valores me´dios de quantidades f´ısicas.
Seja Ga(x,v, t) uma grandeza f´ısica qualquer associada a`s part´ıculas do tipo a do











A densidade total de carga e de corrente no plasma podem ser obtidas a partir de











e Ja(x, t) =
∑
a







onde somamos sobre todas as espe´cies que compo˜em o plasma.
As equac¸o˜es (2.48) - (2.50) nos mostram que as varia´veis macrosco´picas de interesse
f´ısico necessa´rias para uma descric¸a˜o macrosco´pica do plasma podem ser obtidas sistema-
ticamente, uma vez que conhecemos a func¸a˜o de distribuic¸a˜o.
A func¸a˜o de distribuic¸a˜o, por sua vez, no limite na˜o colisional, satisfaz a equac¸a˜o de
Vlasov [19, 18, 22, 21, 23]
∂fa
∂t
+ (v · ∇)fa + ea
ma
[E(x, t) + v ×B(x, t)] · ∂fa
∂v
= 0, (2.51)
onde E e B sa˜o os campos me´dios aos quais as part´ıculas esta˜o sujeitas.












∇× E = −∂B
∂t
(2.53)
∇ ·B = 0 (2.54)








compo˜em um sistema de equac¸o˜es auto-consistentes para as func¸o˜es fa, E e B. Esse
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sistema foi estudado pela primeira vez por Vlasov [4] e por esse motivo e´ denominado
sistema de equac¸o˜es de Vlasov.
Apesar do sistema de equac¸o˜es na˜o-lineares em (2.51) - (2.55) ser bastante complexo,
podemos observar que ele e´ satisfeito pelas func¸o˜es
fa(x,v, t) = fa0(v), E = 0, B = 0, (2.56)
pois as densidades de carga e de corrente em (2.49) e (2.50) se anulam em virtude da
condic¸a˜o (1.2) para a neutralidade do plasma e devido a` isotropia da func¸a˜o de dis-
tribuic¸a˜o.
Novamente vamos repetir o procedimento de linearizac¸a˜o discutido na sec¸a˜o anterior.
Definimos um estado de equil´ıbrio para o sistema e em seguida examinamos uma soluc¸a˜o
que difere ligeiramente da soluc¸a˜o de equil´ıbrio, isto e´, consideraremos perturbac¸o˜es nas
func¸o˜es fa0, E, B dadas em (2.56),
fa(x,v, t) = fa0(v) + fa1(x,v, t); |fa1|  fa0 (2.57)
E = E1, B = B1, (2.58)
onde as func¸o˜es fa1, E1, B1 sa˜o perturbac¸o˜es pequenas o suficiente de tal forma que,
quando substituirmos (2.57) e (2.58) no sistema de equac¸o˜es de Vlasov, seja poss´ıvel
desprezar os termos de ordem quadra´tica nessas quantidades.
Como resultado, obtemos o seguinte sistema de equac¸o˜es para as perturbac¸o˜es
∂fa1
∂t


















∇× E1 = −∂B1
∂t
(2.61)
∇ ·B1 = 0 (2.62)








A partir de agora vamos omitir o sub´ındice 1, dado que trabalharemos exclusivamente
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com as perturbac¸o˜es.
A equac¸a˜o (2.59) pode ser escrita na forma
∂fa
∂t







onde o segundo membro representa um termo na˜o-uniforme. A expressa˜o para fa e´ enta˜o
composta por duas partes: a soluc¸a˜o da equac¸a˜o homogeˆnea, que satisfaz a condic¸a˜o
inicial
fa(x,v, t) = fa(x,v, 0) quando t = 0 (2.65)
e a soluc¸a˜o especial da equac¸a˜o na˜o-uniforme. Como resultado obtemos









Pode-se verificar por diferenciac¸a˜o direta que (2.66) satisfaz (2.64).
Vamos agora expandir todas as func¸o˜es em integrais de Fourier com respeito a`s coor-
denadas a fim de obter equac¸o˜es para os coeficientes de Fourier. Desse modo, as func¸o˜es















B(k, t) exp(ik · x)d3k. (2.69)
Substituindo (2.67) - (2.69) em (2.66), obtemos a seguinte equac¸a˜o para os coeficientes
de Fourier da func¸a˜o fa











Multiplicando (2.70) por eana, somando sobre a e integrando sobre v, obtemos as



















A expressa˜o para a densidade total de carga consiste de duas partes. A primeira
e´ completamente determinada pela configurac¸a˜o inicial da func¸a˜o de distribuic¸a˜o e e´,
portanto, uma func¸a˜o conhecida das coordenadas e do tempo. Denotaremos essa parte por
ρext(a densidade de cargas “externas”). A segunda parte, que e´ proporcional a magnitude
do campo ele´trico, corresponde a densidade de carga induzida, que denotaremos por ρind.
Assim, a expressa˜o (2.71) pode ser escrita na forma
ρ(k, t) = ρext(k, t) + ρind(k, t). (2.72)
Se agora multiplicarmos (2.70) por eanav, somarmos sobre a e integrarmos sobre v,















v exp(−ik · v(t− t′))
(




A densidade de corrente tambe´m pode ser representada pela soma de uma corrente
“externa” e outra induzida
J(k, t) = Jext(k, t) + Jind(k, t). (2.74)





E(k, t) exp(iωt)dt. (2.75)
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Procedendo de forma ana´loga podemos determinar as func¸o˜es B(k, ω), J(k, ω) e
ρ(k, ω).




exp(i(ω − k · v)t)dt = 1
ω − k · v , (2.76)
obtemos as expresso˜es






ω − k · v d
3v (2.77)






ω − k · v d
3v (2.78)








ω − k · vd
3v (2.79)








E(k, ω) · ∂fa0
∂v
)
ω − k · v d
3v. (2.80)
Seja σij(k, ω) o tensor condutividade ele´trica, enta˜o, pela lei de Ohm, temos
J indi (k, ω) = σij(k, ω)Ej(k, ω). (2.81)
A partir das equac¸o˜es (2.80) e (2.81), podemos obter a seguinte expressa˜o para o
















ij (k, ω) e´ denominada condutividade de alta frequeˆncia das part´ıculas a do plasma.
O vetor deslocamento ele´trico D e´ dado por
Di(k, ω) = 0Ei(k, ω) +
i
ω
σijEj(k, ω) = ij(k, ω)Ej, (2.83)
onde ij(k, ω) e´ o tensor permissividade ele´trica do plasma, que esta´ relacionado com o
tensor condutividade da seguinte forma:
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Substituindo (2.82) em (2.84) obtemos a expressa˜o para o tensor adimensional cons-
tante diele´trica (ou permissividade ele´trica relativa)








onde a quantidade pi
(a)
ij e´ denominada polarizabilidade de alta frequeˆncia das part´ıculas a












ω − k · vd
3v. (2.86)
Para estabelecer a estrutura geral do tensor εij, devemos notar que como ele de-
pende somente do vetor k, os u´nicos tensores de segundo rank independetes que podemos











As func¸o˜es ε‖, ε⊥ sa˜o chamadas respectivamente de constante diele´trica “longitudinal”
e “transversal”.










Substituindo (2.85) com pi
(a)
ij dado por (2.86) em (2.88), obtemos as formas expl´ıcitas
para ε‖, ε⊥






(k · v) (k · ∂fa0
∂v
)
ω − k · v d
3v (2.89)






((k× v)× k) · ∂fa0
∂v
ω − k · v d
3v. (2.90)
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As expresso˜es (2.89) e (2.90) sa˜o frequentementes escritas de uma forma ligeiramente
diferente. Se utilizarmos, na expressa˜o (2.89), o fato de que (k · v)(ω − k · v)−1 =
−1 + ω/(ω − k · v) e integrarmos (2.90) por partes, obtemos









ω − k · v d
3v (2.91)







ω − k · vd
3v. (2.92)
Vemos enta˜o que na teoria cine´tica as propriedades diele´tricas de um plasma cujas
part´ıculas obedecem a uma distribuic¸a˜o de velocidades isotro´pica sa˜o determinadas por
duas func¸o˜es escalares do vetor de onda e da frequeˆncia, ε‖(k, ω) e ε⊥(k, ω).
2.2.1 Propagac¸a˜o de ondas eletrosta´ticas em um plasma livre
Na sec¸a˜o anterior obtivemos equac¸o˜es independentes para as constantes diele´trica
longitudinal e transversal. Isto significa que na auseˆncia de campos externos e na condic¸a˜o
de isotropia da func¸a˜o de distribuic¸a˜o, as ondas longitudinal e transversal propagam-se
independentemente. Nessa sec¸a˜o nos restringiremos ao estudo das ondas longitudinais.
Na descric¸a˜o hidrodinaˆmica vimos que os modos longitudinais satisfazem
ε‖(k, ω) = 0, (2.93)










ω − k · v d
3v = 0. (2.94)
A equac¸a˜o (2.94) e´ conhecida como relac¸a˜o de dispersa˜o dos modos longitudinais
e define uma relac¸a˜o funcional entre a frequeˆncia ω e o vetor de onda k dos modos
longitudinais que podem se propagar no plasma.
Examinaremos a soluc¸a˜o da relac¸a˜o de dispersa˜o para o caso mais simples, em que
podemos negligenciar o movimento dos ı´ons (aproximac¸a˜o de ı´ons fixos) devido a sua
baix´ıssima mobilidade comparada a` dos ele´trons. Assim, em vez de assumir as formas









ω − k · vd
3v = 0. (2.95)
Assumindo uma temperatura eletroˆnica nula Te = 0, a func¸a˜o de distribuic¸a˜o pode
ser escrita na forma
fe0(v) = δ(v). (2.96)







(ω − k · v)2d
3v = 0. (2.97)












Portanto, no regime de temperatura nula, as u´nicas oscilac¸o˜es longitudinais poss´ıveis
para um plasma eletroˆnico sa˜o os modos de Langmuir.
2.2.2 Modos de Bernstein
Nessa sec¸a˜o estamos interessados em descrever os modos propagativos de pequenas
amplitudes em um plasma magnetizado pro´ximo a`s condic¸o˜es de equil´ıbrio. Continuare-
mos com a abordagem cine´tica, pore´m, diferente da sec¸a˜o anterior, na˜o nos preocuparemos
com a dinaˆmica das demais espe´cies, ale´m dos ele´trons. Em outras palavras, assumiremos
um plasma de ele´trons.
Vamos novamente admitir que as part´ıculas que compo˜em o sistema sa˜o descritas por
uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o do tipo
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F (x,v, t) = F0(v⊥, v‖) + F1(x,v, t) ; |F1|  F0 (2.100)
e que as perturbac¸o˜es, tanto na func¸a˜o de distribuic¸a˜o quanto nos campos ele´trico e
magne´tico, se propagam no plasma como ondas planas
F1(x,v, t) = F1(v) exp[i(k · x− ωt)] (2.101)
E(x, t) = E exp[i(k · x− ωt)] (2.102)
B(x, t) = B exp[i(k · x− ωt)]. (2.103)
No limite na˜o colisional, a func¸a˜o de distribuic¸a˜o satisfaz a equac¸a˜o de Vlasov, que
na presenc¸a de um campo magnetosta´tico externo B0 assume a forma
∂F
∂t
+ (v · ∇)F + ea
ma
{E(x, t) + v × [B0 + B(x, t)]} · ∂F
∂v
= 0. (2.104)
Substituindo (2.100) - (2.103) em (2.104) e tomando somente os termos de primeira
ordem na perturbac¸a˜o, obtemos
−i(ω − k · v)F1(v)− e
m





(v ×B0) · ∂F1(v)
∂v
. (2.105)
Admitindo que o campo magnetosta´tico externo so´ possui componente ao longo do
eixo-z, o segundo membro de (2.105) fica dado por
e
m













onde φ e´ o aˆngulo polar no sistema de coordenadas cil´ındricas definido no espac¸o das
velocidades.





que, juntamente com a identidade para o produto vetorial triplo, nos permite obter
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[(v · E)k− (v · k)E] · ∂F0
∂v
. (2.108)
Substituindo (2.108) e (2.106) em (2.105), obtemos
dF1
dφ


































































e q(φ) representa o segundo membro de (2.110).
















































A densidade de corrente e´ dada por
J(r, t) = J exp [i(k · x− ωt)] , (2.115)















dvzF1(v)(v⊥cosφ xˆ + v⊥senφ yˆ + vz zˆ). (2.117)
As amplitudes da densidade de corrente e do campo ele´trico esta˜o relacionados por
meio do tensor condutividade ele´trica da seguinte forma:
Ji = σijEj. (2.118)
Substituindo (2.113) em (2.117) e utilizando as equac¸o˜es em (2.118), obtemos
σij = AiBj(v‖, v⊥, φ), (2.119)
onde definimos os vetores A e B por












































Vamos nos limitar ao ca´lculo da componente σxx, que sera´ suficiente para as ana´lises




dφ′ cos(φ− φ′)exp[g(φ′)]. (2.122)
Diferenciando (2.114) em relac¸a˜o a φ′, obtemos













































Jn(ξ)exp(inφ)exp[i(ω/ωc − n)φ′]. (2.127)
Substituindo (2.127) em (2.125) e efetuando a integrac¸a˜o em φ′, temos








(ω/ωc − n) . (2.128)
O pro´ximo passo para obtermos a expressa˜o de σxx e´ calcular a integral com relac¸a˜o


















O primeiro termo entre colchetes se anula quando integrado, e para calcular o segundo



































dφ exp(inφ− iξsenφ) = 2piJn(ξ), (2.132)







ω/ωc − n. (2.133)




















ω/ωc − n. (2.135)
Uma vez efetuada todas as integrais angulares, obtemos para a componente σxx a
expressa˜o





























ω/ωc − n. (2.137)








































Para efetuar a integral em (2.140) utilizaremos a integral segunda de Weber [24]
∫ ∞
0














onde In(x) representa as func¸o˜es de Bessel modificadas, que esta˜o relacionadas com as
func¸o˜es de Bessel por
In(x) = (−i)nJn(ix). (2.142)










(ω/ωc − n) . (2.143)
As componentes σxz,σyz,σzx e σzy sa˜o nulas, haja vista que seus integrandos sa˜o func¸o˜es
ı´mpares de vz.
Das equac¸o˜es de Maxwell e com os campos dados em (2.102) e (2.103), obtemos
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kxˆ× E = ωB (2.144)
ikxˆ×B = −iω
c2
ε · E, (2.145)
onde




e´ o tensor permissividade ele´trica relativa.









(ω/ωc − n) . (2.147)
Nas formas de componentes, as equac¸o˜es (2.144) e (2.145) ficam dadas por










(xxEx + xyEy) = 0 (2.151)
− ω
kc2
(yxEx + yyEy) = −Bz (2.152)
− ω
kc2
zzEz = By, (2.153)
onde usamos o fato de que σxz = σyz = σzx = σzy = 0.
Para analisarmos os modos longitudinais, vamos assumir E ‖ k, isto e´, E = Exxˆ.
Nesse caso, a equac¸a˜o (2.151) assume a forma
xxEx = 0 (2.154)
e consequentemente, para uma soluc¸a˜o na˜o trivial (Ex 6= 0), obtemos
xx = 0, (2.155)
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(ω/ωc − n) . (2.156)
Utilizando a propriedade I−n(ν¯) = In(ν¯) das func¸o˜es de Bessel modificadas, temos
∞∑
n=−∞
nIn(ν¯) = 0. (2.157)










(ω¯ − n) . (2.158)
Essa equac¸a˜o foi extensivamente investigada por Bernstein [1], que mostrou que ela
admite soluc¸o˜es para ω e k reais. Por essa raza˜o, essas soluc¸o˜es sa˜o conhecidas como
modos de Bernstein.
Figura 3: Relac¸a˜o de dispersa˜o para as ondas de Bernstein.[Figura retirada de S. Gruber
e G. Bekefi, Phys. of Fluids 11, 122(1968)]
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Apesar da relac¸a˜o de dispersa˜o (2.158), em termos das varia´veis adimensionais ν¯ e
ω¯, na˜o depender da temperatura, sua existeˆncia so´ e´ poss´ıvel porque consideramos que
ela e´ na˜o nula. Atualmente essas ondas teˆm sido observadas por sondas espaciais cujos
dados sobre sua dispersa˜o foram utilizados, por exemplo, por Moncuquet, Meyer-Vernet
e Hoang [25] para inferir a temperatura dos ele´trons no plasma magnetizado da lua Io de
Ju´piter.
No limite de baixas temperaturas (ν¯ << 1) as func¸o˜es de Bessel que contribuem
efetivamente para a componente εxx sa˜o: I±1(ν¯). Neste caso, e´ va´lida a aproximac¸a˜o
In(ν¯) ≈ (1/n!)(ν¯/2)n e, assim, o segundo membro de (2.147) se reduz a` expressa˜o obtida
para ε1 em (2.38). Nesse regime, os modos de Bernstein se reduzem ao modo estaciona´rio
com frequeˆncia h´ıbrida previsto pela teoria hidrodinaˆmica.
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3 Uma formulac¸a˜o quaˆntica para
a propagac¸a˜o de ondas
eletrosta´ticas em um plasma
magnetizado
Nesse cap´ıtulo apresentaremos os ca´lculos desenvolvidos em nossos estudos, onde uti-
lizamos ferramentas de mecaˆnica quaˆntica para analisar os efeitos de uma radiac¸a˜o eletro-
magne´tica externa sobre os modos coletivos longitudinais em um plasma magnetizado.
Para isso partimos do problema de um ele´tron na presenc¸a de um campo magne´tico uni-
forme e esta´tico na direc¸a˜o do eixo-z e um campo de radiac¸a˜o polarizado na direc¸a˜o do
eixo-x.
Figura 4: Orientac¸a˜o dos campos externos.
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Uma escolha de calibre apropriada para o campo magnetosta´tico e´
A0 = −B0y xˆ, (3.1)






E(t) = Ecos(ωt) xˆ. (3.3)
Como estamos trabalhando no regime de ı´ons fixos e em intervalos de tempo bem
inferiores ao tempo de relaxac¸a˜o, a dinaˆmica do sistema consiste somente no movimento
dos ele´trons e em suas interac¸o˜es com os campos externos presentes no plasma. Nessa
perspectiva, a equac¸a˜o de movimento para o ele´tron e´
H0Ψ




























Na˜o estamos considerando no Hamiltoniano (3.5) o termo de interac¸a˜o entre o spin e o
campo magnetosta´tico axial externo, pois se trata de um termo constante [27], responsa´vel
por introduzir somente uma fase a` func¸a˜o de onda e, portanto, na˜o altera o ca´lculo dos
valores me´dios das quantidades macrosco´picas. Ale´m disso, tomaremos mais adiante o
limite cla´ssico e os efeitos, puramente quaˆnticos, associados ao spin se anulam.
Na auseˆncia de radiac¸a˜o, o Hamiltoniano H0 se reduz ao operador HL, que descreve
51
o ele´tron na presenc¸a exclusiva do campo magnetosta´tico. As func¸o˜es de onda Ψ(0)(r, t),
por sua vez, se reduzem a`s func¸o˜es de onda de Landau Φ(r, t), isto e´,















E→0 Φ(r, t). (3.8)
O Hamiltoniano HL independe do tempo o que nos permite obter a seguinte equac¸a˜o
para a parte espacial da func¸a˜o de onda












e´ a expressa˜o para os n´ıveis de energia de um ele´tron em um campo magne´tico uniforme
e esta´tico[27].
O primeiro termo em (3.10) fornece valores discretos para a energia correspondes ao
movimento do ele´tron no plano perpendicular ao campo magne´tico. Esses valores de
energia sa˜o conhecidos como n´ıveis de Landau.



























onde y0 = ~kx/meωc e ac = (~/meωc)
1
2 . A func¸a˜o Hn(y) representa os polinoˆmios de
Hermite.
A func¸a˜o de onda com a dependeˆncia temporal e´
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O Hamiltoniano (3.6) depende explicitamente do tempo e, portanto, o me´todo de
separac¸a˜o de varia´veis na˜o e´ adequado para o ca´lculo da func¸a˜o de onda em (3.4). Para
isso, recorremos a uma transformac¸a˜o unita´ria [28, 29, 30] nas func¸o˜es de onda de Landau





















A func¸a˜o α(t) produz uma translac¸a˜o no espac¸o, a func¸a˜o β(t) produz uma translac¸a˜o
no momento e a func¸a˜o η(t) representa um fator de fase.
Substituindo (3.14) em (3.4) e em seguida multiplicando a` esquerda ambos os membros
por U †, obtemos um sistema de equac¸o˜es diferenciais para as func¸o˜es que definem o





meωcγ1 (cos(ωt)− 1) y
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onde γ1 = eE/me(ωc
2 − ω2) e γ2 = e2E2/8meω(ωc2 − ω2).
Os ca´lculos para a obtenc¸a˜o do operador unita´rio esta˜o mais bem detalhados no
Apeˆndice A.
Substituindo (3.16) em (3.14), obtemos a func¸a˜o de onda que descreve um ele´tron



































Os sub´ındices acrescentados na func¸a˜o de onda indicam os nu´meros quaˆnticos que
caracterizam o estado do sistema e a funca˜o F (ω, t) = 2γ2ωt− γ2sen(2ωt) foi introduzida
por convenieˆncia de notac¸a˜o.
Vamos agora considerar que o ele´tron esta´ sujeito tambe´m a um potencial local fraco
ϕ(r, t) associado aos campos eletrosta´ticos auto-consistentes do plasma. Dessa forma, o












exp(iq · r)exp(−iΩt)ϕ(q,Ω) (3.19)
e´ a expansa˜o em se´rie de Fourier do potencial.
Na hipo´tese de potencial fraco, assumimos que a energia de interac¸a˜o do ele´tron com
os campos auto-consistentes do plasma e´ bem inferior a sua energia cine´tica
|eϕ(r, t)|  H0, (3.20)
o que nos permite usar teoria de perturbac¸a˜o para a obtenc¸a˜o da func¸a˜o de onda em
(3.18).
























A relac¸a˜o de ortonormalidade (3.21) nos permite expandir a func¸a˜o de onda do ele´tron












i (r, t). (3.22)
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Substituindo (3.22) em (3.18), multiplicando em seguida ambos os membros por
Ψ
(0)∗













∣∣∣∣ϕ(r, t)∣∣∣∣Ψ(0)i (r, t)〉 , (3.23)
que integrada de t0 a t resulta em












∣∣∣∣ϕ(r, τ)∣∣∣∣Ψ(0)i (r, τ)〉 . (3.24)








l,m(t) + · · · , (3.25)
onde a
(j)
l,m(t) = O(|eϕ(r, t)|j).

























∣∣∣∣ϕ(r, τ)∣∣∣∣Ψ(0)i (r, τ)〉 . (3.26b)
Vamos admitir que os campos auto-consistentes na˜o sa˜o estritamente harmoˆnicos
(∝ e−iΩt) mas que se anulam lentamente a medida que t → −∞ [5, 31]. Para isso adi-
cionaremos a` frequeˆncia uma parte imagina´ria infinitesimal e positiva, i.e., substituiremos,
em (3.19),Ω por Ω + iδ com δ → 0+.
Tomando t0 = −∞, obtemos
a
(0)
l,m(t0) = δm,l. (3.27)

















∣∣∣∣ϕ(r, τ)∣∣∣∣Ψ(0)m (r, τ)〉 . (3.28b)
Uma vez obtida a expressa˜o para os coeficientes da expansa˜o (3.22), a func¸a˜o de onda
perturbada com correc¸a˜o de primeira ordem fica dada por
Ψm(r, t) = Ψ
(0)












∣∣∣∣ϕ(r, τ)∣∣∣∣Ψ(0)m (r, τ)〉Ψ(0)l (r, t), (3.29)














com z ∈ C.
Assim, a primeira correc¸a˜o assume a forma






































∣∣∣∣exp(iqyy)∣∣∣∣n(m)〉 = ∫ dy χn(l)(y)exp(iqyy)χn(m)(y) (3.32)
representa o termo de overlap dos n´ıveis de Landau [29, 32].
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A presenc¸a da perturbac¸a˜o (3.19) induz uma flutuac¸a˜o na densidade de carga que





(r, t) = −eΨ∗m(r, t)Ψm(r, t)− ρ(0)n (r), (3.34)
onde ρ
(0)




(r) = −eΨ(0)∗m (r, t)Ψ(0)m (r, t). (3.35)
Desprezando os termos de segunda ordem no potencial, usando o fato de que os
somato´rios em m1, m2, q e Ω se da˜o em intervalos sime´tricos e notando que
J−m(x) = (−1)mJm(x), Jm(−x) = (−1)mJm(x) (3.36)
e
ϕ∗(−q,−Ω) = ϕ(q,Ω), (3.37)









































z + qz)2 − ~22mek
(m)2








z − qz)2 − ~22mek
(m)2
z − (m1 +m2)~ω + ~Ω + iδ
}
, (3.38)
onde l = n(l) − n(m) esta´ associado com o gap de energia entre dois n´ıveis de Landau1.
No ca´lculo da flutuac¸a˜o na densidade de carga expandimos novamente os harmoˆnicos
cos(ωt) e sen(ωt) em (3.33).




Fn,kz δρn,kz(r, t), (3.39)
onde estamos assumindo uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o Maxwellina, na condic¸a˜o de isotropia














em que εγ = 2γ2ω corresponde a energia de interac¸a˜o do ele´tron com a radiac¸a˜o [29].
A flutuac¸a˜o na densidade de carga produz um potencial induzido no plasma que pode
ser calculado por meio da equac¸a˜o de Poisson
∇2ϕind(r, t) = −δρ(r, t)
0
. (3.41)
Assim como fizemos com o potencial local, vamos decompor o potencial induzido em
uma se´rie de Fourier. Dessa forma o laplaciano fica dado por
1Nesse ponto e´ importante na˜o confundir a variavel l introduzida na equac¸a˜o (3.38) com a varia´vel de
estado l.
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∇2ϕind(r, t) = −
∑
q,Ω
q2exp(−iΩt)exp(iq · r)ϕind(q,Ω), (3.42)
que apo´s ser utilizado em (3.41), fornece









































(kz − qz)2 − ~22mek2z − (m1 +m2)~ω + ~Ω + iδ
}
. (3.43)
Tomando a me´dia temporal em um per´ıodo de oscilac¸a˜o do campo de radiac¸a˜o, nota-
mos, a partir do fator exp(i(m1 +m2 +m3 +m4)ωt), que somente os termos que satisfazem
m1 +m2 +m3 +m4 = 0 contribuem para o ca´lculo do potencial induzido. Apo´s tomarmos
a me´dia espacial do potencial obtemos a expressa˜o











































(kz − qz)2 − ~22mek2z − (m1 +m2)~ω + ~Ω + iδ
}
. (3.44)
O potencial local total e´ composto por um potencial externo e pelo potencial induzido
[33] calculado em (3.44)
ϕ(q,Ω) = ϕext(q,Ω) + ϕind(q,Ω), (3.45)






A func¸a˜o diele´trica pode ser obtida a partir de (3.45) e (3.46), sendo dada por
ε(q,Ω) = 1− ϕind(q,Ω)
ϕ(q,Ω)
. (3.47)


































(kz − qz)2 − ~22mek2z − (m1 +m2)~ω + ~Ω + iδ
}
. (3.48)
Usando o fato de que os somato´rios em n e kz em (3.48) sa˜o infinitos e assumindo
n l e kz  qz, podemos fazer as transformac¸o˜es
n→ n− l e kz + qz → kz (3.49)
no primeiro termo da expressa˜o entre chaves.

























∣∣∣∣ 〈n+ l∣∣∣∣exp(iqyy)∣∣∣∣n〉 ∣∣∣∣2 Fn−l,kz−qz − Fn,kz~2
2me
k2z − ~22me (kz − qz)2 + ~ωcl + (m1 +m2)~ω − ~Ω− iδ
.
(3.50)
Vamos agora tomar o limite macrosco´pico, onde faremos o volume do sistema tender


















e, de acordo com [34],
∣∣∣∣ 〈n+ l∣∣∣∣exp(iqyy)∣∣∣∣n〉 ∣∣∣∣2 → J2l (q⊥v⊥ωc
)
. (3.53)
Feitas essas aproximac¸o˜es e as devidas simplificac¸o˜es no denominador de (3.50), a









































onde expandimos o termo Fn−l,kz−qz em (3.50) ate´ primeira ordem em torno de (n, kz).
Nesse ponto e´ importante notar que, na auseˆncia de radiac¸a˜o (γ1 = 0), somente os
termos m1 = m2 = 0 contribuem para a func¸a˜o diele´trica
2, que, dessa forma, se reduz ao
caso tratado por Harris [13].
Para investigar os modos coletivos de oscilac¸a˜o na direc¸a˜o perpendicular ao campo
magnetosta´tico vamos tomar qz = 0. Assim, a equac¸a˜o (3.54) assume a forma








































































F (v⊥, vz). (3.57)
Dessa forma, a integral em (3.55), a qual denotaremos por I, assume a forma






















[− (v⊥/vth)2] , (3.58)
onde assumimos que a energia de interac¸a˜o do ele´tron com a radiac¸a˜o e´ bem inferior a
sua energia te´rmica.
Para efetuar a integral em v⊥, utilizaremos a integral segunda de Weber [Eq. (2.141)],
onde identificamos x = v⊥/vth, a = b = vthq⊥/ωc e p = 1.
Assim, a integral I pode ser reescrita na forma mais simples
I = − l me n0
kBTe
exp(−ξ2⊥)Il(ξ2⊥), (3.59)





Substituindo (3.59) em (3.55) e introduzindo a varia´vel Ω¯ ≡ Ω/ωc, obtemos



















2γ1ωc/vth e γ4 = γ3/ω¯.
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4 Resultados Nume´ricos
Neste cap´ıtulo, apresentamos os gra´ficos da relac¸a˜o de dispersa˜o dos modos longitudi-
nais de um plasma submetido a um campo magnetosta´tico axial e um campo de radiac¸a˜o
polarizado na direc¸a˜o do eixo-x. Restringimos-nos ao intervalo de frequeˆncias em torno
dos dois primeiros harmoˆnicos ciclotroˆnicos. Nos gra´ficos ilustrados nas Figuras de 5 a 10,
fixamos os paraˆmetros referentes aos campos e analisamos os efeitos da densidade, da tem-
peratura e do nu´mero de fo´tons envolvidos nas transic¸o˜es eletroˆnicas sobre o aspecto das
curvas. Nas Figuras de 11 a 13, fixamos os valores de densidade e temperatura do plasma
e analisamos o efeito da magnitude dos campos externos sobre os gra´ficos de dispersa˜o.
Para a plotagem dos gra´ficos utilizamos valores para B0, n0 e T tais que a aproximac¸a˜o
de dipolo (λrad  λD), que assumimos para o campo de radiac¸a˜o, fosse respeitada. Todos
os ca´lculos nume´ricos foram feitos em linguagem de programac¸a˜o C e para a gerac¸a˜o e o
tratamento dos gra´ficos foi utilizado o software Gnuplot versa˜o 4.6.0.
Para os ca´lculos nume´ricos assumimos que os plasmons propagam-se na direc¸a˜o do
eixo-x(ξy = 0, ξ⊥ = ξx = ξ). Neste caso, a parte real da func¸a˜o diele´trica longitudinal
assume a forma














onde utilizamos o fato de que somente os termos que satisfazem
4∑
i=1
mi = 0 contribuem
para os somato´rios em (3.60).
Verificamos que na auseˆncia de radiac¸a˜o (γ3 = 0), a equac¸a˜o (4.1), quando igualada a
zero, se reduz a` relac¸a˜o de dispersa˜o para os modos de Bernstein discutidos anteriormente.
Os termos para m > 0 esta˜o associados aos processos de emissa˜o de fo´tons enquanto que
m < 0 correspondem aos processos de absorc¸a˜o.














l2 − (Ω¯−mω¯)2 Il(ξ
2) = 0, (4.2)
onde utilizamos a propriedade I−n(x) = In(x) das func¸o˜es de Bessel modificadas.
Trata-se de uma relac¸a˜o funcional entre ξ e Ω¯ que na˜o admite uma forma explicita
Ω¯ = f(ξ). A estrate´gia que utilizamos para resolveˆ-la foi fixar um valor para ξ e, por meio
do me´todo de Newton-Raphson [35], obter o seu correspondente valor Ω¯. Repetindo esse
procedimento para valores de ξ indo de 0 a 2, 5, que, para kBT = 1 eV e B = 2 T , corres-
ponde a 0 < q < 2 · 106 m−1, fomos capazes de gerar os gra´ficos da relac¸a˜o de dispersa˜o.
As func¸o˜es de Bessel Jm(x) e Il(x) foram geradas de modo a evitar divergeˆncias nume´ricas
quando utilizadas no somato´rio em (4.2). Entretanto, apesar de garantir a convergeˆncia
do somato´rio, essas func¸o˜es apresentam um intervalo restrito de confiabilidade, conforme
discutido no Apeˆndice B.
Conforme veremos nos gra´ficos posteriores, as func¸o˜es de Bessel em (4.2) sa˜o res-
ponsa´veis por introduzir um cara´ter oscilato´rio nas curvas de dispersa˜o. Para analisar os
fatores que contribuem para intensificar as oscilac¸o˜es vamos reescrever o paraˆmetro γ3 na







1− ω¯2 , (4.3)
onde vD = E/B0 representa o ma´ximo valor para a velocidade de deriva devido aos
campos ortogonais E(t) e B0.
Devido a` propriedade Jm(x) ≈ δm0 para x << 1, percebemos que a influeˆncia da
radiac¸a˜o externa e´ mais intensa quanto maior for a raza˜o entre as velocidades de deriva e
te´rmica e quanto mais pro´xima a frequeˆncia da radiac¸a˜o estiver da frequeˆncia ciclotroˆnica
do ele´tron. Observamos que para as amplitudes dos campos externos utilizadas em nossos
ca´lculos computacionais a influeˆncia da radiac¸a˜o fez-se percept´ıvel somente na condic¸a˜o
pro´xima a` ressonaˆncia(ω¯ ≈ 1). Apesar de na˜o termos lidado com situac¸o˜es fora do regime
quase-ressonante, admitimos a possibilidade de oscilac¸o˜es fora desse regime para o caso
de plasmas submetidos a campos magnetosta´ticos fracos. Em campos magne´ticos fracos,
os n´ıveis de Landau encontram-se bastante pro´ximos e, portanto, ha´ um predomı´nio do
cara´ter cla´ssico do sistema sobre o cara´ter quaˆntico.
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Para explicar a influeˆncia da radiac¸a˜o em ambos os regimes, sugerimos que em campos
magne´ticos intensos a radiac¸a˜o interage com um sistema quaˆntico e portanto, a frequeˆncia
do campo eletromagne´tico externo representa o principal fator responsa´vel por excitar
novos modos longitudinais. Em campos magne´ticos fracos, admitimos que mesmo um
campo de radiac¸a˜o com frequeˆncia significativamente diferente da frequeˆncia ciclotroˆnica
e´ capaz de excitar novos modos. Nesse caso, o campo magne´tico provavelmente exerce
pouca influeˆncia sobre a absorc¸a˜o da energia da radiac¸a˜o pelos ele´trons [15]. Sugerimos
que longe da ressonaˆncia o principal mecanismo associado a` excitac¸a˜o de novos modos
longitudinais e´ a amplitude do campo de radiac¸a˜o.
Para analisar o efeito do nu´mero de fo´tons envolvidos nas transic¸o˜es eletroˆnicas, trun-
camos o somato´rio em m na equac¸a˜o (4.2) em um nu´mero ma´ximo M de fo´tons, isto e´,
substitu´ımos os limites inferior e superior desse somato´rio por m = −M e m = M . Dessa
forma, obtivemos relac¸o˜es de dispersa˜o do tipo fM(ξ, Ω¯) = 0, que, com o me´todo descrito
no para´grafo anterior, forneceram os gra´ficos das Figuras 5 e 6. Para a plotagem dos
gra´ficos, consideramos um plasma com densidade n0 = 10
20 m−3 e temperatura kBT =
1, 6×10−19 J (plasma de descarga gasosa). Utilizamos uma amplitude E = 10 V m−1 para
o campo de radiac¸a˜o e um campo magnetosta´tico de magnitude B0 = 2 T . Assumimos
tambe´m uma radiac¸a˜o em regime pro´ximo da ressonaˆncia, ω¯ = 1.000001.
Observamos em todas as curvas que, independente do nu´mero de fo´tons envolvidos
no processo, as frequeˆncias dos modos sa˜o atenuadas para a frequeˆncia ciclotroˆnica a`
medida que o nu´mero de onda adimensional ξ cresce. A introduc¸a˜o da radiac¸a˜o torna o
plasma mais dispersivo com relac¸a˜o a`s oscilac¸o˜es longitudinais, pois amplia o intervalo de
velocidades de propagac¸a˜o (dΩ¯/dξ) para esses modos. Os modos referentes a` curva M = 1
(modos associados a`s transic¸o˜es envolvendo emissa˜o ou absorc¸a˜o de ate´ um fo´ton) na˜o
admitem frequeˆncia inferior a` frequeˆncia ciclotroˆnica. Valores inferiores a essa frequeˆncia
somente sa˜o permitidos quando ha´ pelo menos dois fo´tons envolvidos no processo. Veri-
ficamos tambe´m que, com os valores dos paraˆmetros utilizados na ana´lise, as curvas de
dispersa˜o para M > 4 sa˜o praticamente ideˆnticas e, portanto, limitar o somato´rio a m = 5
representa uma boa aproximac¸a˜o.
Os gra´ficos da Figura 5 nos revelam ainda outro aspecto bastante interessante no
que concerne aos modos ressonantes (Ω = ωc). Nessa figura vemos que na auseˆncia de
radiac¸a˜o externa, os modos longitudinais em um plasma magnetizado (modos de Berns-
tein) possuem frequeˆncias pro´ximas a` frequeˆncia ciclotroˆnica, pore´m na˜o iguais a esta.
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Figura 5: Relac¸a˜o de Dispersa˜o Ω¯ × ξ para os modos pro´ximos ao primeiro harmoˆnico
ciclotroˆnico.
Figura 6: Relac¸a˜o de Dispersa˜o Ω¯ × ξ para os modos pro´ximos ao segundo harmoˆnico
ciclotroˆnico.
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Neste caso, a reta correspondente a` frequeˆncia ciclotroˆnica (Ω¯ = 1) comporta-se como um
limite assinto´tico e na˜o e´ alcanc¸ada para modos com nu´meros de onda finitos, conforme
ilustrado pela curva em preto. Contudo, quando introduzimos um campo externo de
radiac¸a˜o, observamos que as curvas para M ≥ 2 interceptam o eixo Ω¯ = 1 e portanto,
modos ressonantes com nu´meros de onda finitos sa˜o permitidos no plasma. No caso
M = 5 (curva em azul claro), visualizamos quatro modos ressonantes, que ocorrem para
ξ1 = 0.31, ξ2 = 0.66 ξ3 = 0.90 e ξ4 = 1.20. Percebemos que esses modos ressonantes sa˜o
propagativos, haja vista que as derivadas dΩ¯/dξ sa˜o diferentes de zero nesses pontos.
Percebemos ainda que para o primeiro branch os modos de Bernstein admitem somente
a frequeˆncia h´ıbrida(Ω¯(ξ = 0)) como modo estaciona´rio. A presenc¸a do campo de radiac¸a˜o
induz o aparecimento de outros modos estaciona´rios no plasma, ilustrados nos gra´ficos
da Figura 5 como os pontos em que a derivada dΩ¯/dξ se anula. Para M = 1 verificamos
que esses modos ocorrem com frequeˆncia maior que a frequeˆncia ciclotroˆnica. Contudo,
quando consideramos dois ou mais fo´tons envolvidos nos processos de emissa˜o ou absorc¸a˜o
de plasmons, modos estaciona´rios com frequeˆncia inferior a frequeˆncia ciclotroˆnica tambe´m
sa˜o poss´ıveis.
Um comportamento oscilato´rio tambe´m foi observado em torno do segundo harmoˆnico
ciclotroˆnico, conforme ilustrado na Figura 6. Observamos que a presenc¸a da radiac¸a˜o
produz um aumento acentuado da frequeˆncia dos modos com altos comprimentos de
onda. Esse comportamento fica bem n´ıtido no intervalo ξ ∈ (0, 0.4]. Novamente notamos
que na˜o ha´ modos ressonantes associados a`s transic¸o˜es ele´troˆnicas envolvendo um u´nico
fo´ton, pois a curva referente a M = 1 na˜o atinge o eixo Ω¯ = 2. O mesmo fato foi verificado
para M = 2 o que nos sugere que esse comportamento se repita para os modos pro´ximos
aos harmoˆnicos mais energe´ticos. Assim, esperamos que no n-e´simo branch os modos
associados a 1 ≤M ≤ n na˜o assumam frequeˆncias inferiores a nωc.
Na figura 7 analisamos como a relac¸a˜o de dispersa˜o e´ afetada a` medida que varia-
mos a densidade do plasma. Para a gerac¸a˜o das curvas, fixamos a temperatura em
kBT = 1, 6× 10−18 J e M = 5. Para os campos, assumimos os mesmos valores utilizados
nos gra´ficos anteriores. Analisamos quatro diferentes valores de densidade: 1019 m−3,
1020 m−3, 1021 m−3 e 1022 m3−3.
A` medida que se aumenta a densidade do plasma, observamos para o primeiro branch
que a frequeˆncia dos modos na˜o propagativos com nu´mero de onda ξ = 0 cresce, ate´ atingir
um valor limite igual ao dobro da frequeˆncia ciclotroˆnica. Esse comportamento e´ ideˆntico
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Figura 7: Relac¸a˜o de Dispersa˜o em torno do primeiro harmoˆnico para diferentes valores
de densidade.
Figura 8: Relac¸a˜o de Dispersa˜o em torno do segundo harmoˆnico para diferentes valores
de densidade.
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ao observado em plasmas magnetizados livres de radiac¸a˜o (Figura 3). O que e´ bastante
razoa´vel uma vez que tomar ξ = 0 na expressa˜o da func¸a˜o diele´trica produz o mesmo
efeito de fazer γ3 = 0 (auseˆncia de radiac¸a˜o). Observamos que as oscilac¸o˜es em torno da
frequeˆncia ciclotroˆnica sa˜o mais acentuadas em plasmas mais densos e que a atenuac¸a˜o
dos modos para o modo ressonante ocorre mais “rapidamente”em plasmas menos densos.
Vemos a partir do ponto intercepto das curvas que, tanto no primeiro quanto no segundo
branch, o primeiro1 modo ressonante independe da densidade do plasma.
Para analisar o efeito da temperatura do plasma sobre o aspecto das curvas de dis-
persa˜o, devemos primeiramente notar que a influeˆncia te´rmica aparece na equac¸a˜o de
dispersa˜o (4.2) exclusivamente no argumento das func¸o˜es de Bessel, por meio do fator
γ3 ∝ v−1th dado em (4.3). Dessa forma, recorrendo novamente ao cara´ter delta das func¸o˜es
de Bessel para argumentos pro´ximos de zero, esperamos que a influeˆncia da radiac¸a˜o
seja menos percept´ıvel em plasmas mais energe´ticos. Para verificar essa ana´lise, fizemos
gra´ficos da relac¸a˜o de dispersa˜o dos modos longitudinais para diferentes temperaturas,
que esta˜o ilustrados nas figuras 9 e 10. Em cada gra´fico consideramos as curvas referentes
a M indo de 1 a 5 e o pro´prio modo de Bernstein (curva em preto), que conseguimos
tomando E = 1 × 10−7 V m−1 e M = 0 no co´digo apresentado no Apeˆndice C. Para a
gerac¸a˜o dos gra´ficos fixamos a densidade do plasma em n0 = 10
18 m−3 e os paraˆmetros
dos campos em B0 = 0, 5 T e E = 1, 0 V m
−1.
Nas Figuras 9 e 10 uma constatac¸a˜o imediata e´ a tendeˆncia das curvas referentes a
1 ≤M ≤ 5 para os modos de Bernstein, o que realmente comprova a diminuic¸a˜o do efeito
da radiac¸a˜o a` medida que aumentamos a temperatura do plasma. Para kBT = 10 eV ,
por exemplo, notamos que as curvas em azul claro (M = 5) e vermelho (M = 1) esta˜o
praticamente sobrepostas e portanto, para temperaturas superiores a esta, assumir cinco
ou um u´nico fo´ton participando do processo de transic¸a˜o eletroˆnica torna-se praticamente
indiferente. Isso reflete o fato de que em plasmas bastante energe´ticos a energia contida
no campo de radiac¸a˜o e´ pouco significativa quando comparada a` energia eletrosta´tica
armazenada nos campos longitudinais. Na o´tica quaˆntica, conclu´ımos que em plasmas
frios, em que a influeˆncia da radiac¸a˜o e´ bastante percept´ıvel, as interac¸o˜es ele´tron-fo´ton
representam um importante mecanismo para os processos de transic¸a˜o eletroˆnica. Ja´
em plasmas bastante energe´ticos o principal mecanismo de excitac¸a˜o dos modos sa˜o as
interac¸o˜es ele´tron-plasmon e nesse cena´rio, a radiac¸a˜o atravessa o plasma sem lhe causar
maiores efeitos.
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Figura 9: Gra´fico da relac¸a˜o Ω¯ × ξ em torno do primeiro harmoˆnico ciclotroˆnico para
diferentes valores de temperatura e quantidades de fo´tons.
Figura 10: Gra´fico da relac¸a˜o Ω¯ × ξ em torno do segundo harmoˆnico ciclotroˆnico para
diferentes valores de temperatura e quantidades de fo´tons.
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Nas Figuras de 11 a 13 apresentamos os gra´ficos da relac¸a˜o de dispersa˜o para diferen-
tes valores de magnitude do campo magnetosta´tico (B0) e na Figura 14 para diferentes
amplitudes do campo de radiac¸a˜o (E). Para analisar a influeˆncia dos paraˆmetros dos
campos externos sobre o aspecto das curvas de dispersa˜o fixamos em ambos os gra´ficos
os valores de densidade e temperatura do plasma em n0 = 10
19 m−3 e kBT = 150eV e
limitamos em cinco o nu´mero ma´ximo de fo´tons participantes. Os gra´ficos das Figuras 11
e 14 foram gerados com E = 10 V m−1 e B0 = 1, 0 T , respectivamente.
Figura 11: Gra´ficos de dispersa˜o para diferentes magnitudes do campo magnetosta´tico.
Assumimos para a amplitude do campo ele´trico da radiac¸a˜o E = 10 V/m.
Verificamos que campos magne´ticos intensos sa˜o responsa´veis por confinar os modos
longitudinais pro´ximos aos modos ciclotroˆnicos Ω ≈ nωc, n ∈ N∗, o que fica bem n´ıtido na
Figura 11 principalmente na curva em azul(B = 1, 5 T ) pro´xima ao segundo harmoˆnico
ciclotroˆnico. Observamos que ale´m de limitar a quantidade de oscilac¸o˜es permitidas no
plasma, campos magnetosta´ticos intensos sa˜o responsa´veis por diminuir a velocidade de
propagac¸a˜o desses modos. Constatamos que plasmas fortemente magnetizados sa˜o menos
dispersivos em relac¸a˜o aos modos longitudinais, o que fica ilustrado pela atenuac¸a˜o das
oscilac¸o˜es nos gra´ficos da Figura 11. Essa diminuic¸a˜o no nu´mero de modos fica mais bem
ilustrada nos gra´ficos das Figuras 12 e 13 onde os gra´ficos de dispersa˜o sa˜o obtidos a
1Modo ressonante com o menor nu´mero de onda positivo.
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partir de “cortes”da superf´ıcie em vermelho por planos onde B0 = cte. Utilizamos nesses
gra´ficos os mesmos valores de densidade e temperatura empregados nos gra´ficos da Figura
11. Percebemos que a superf´ıcie que conte´m os modos tendem aos planos Ω¯ = 1 e Ω¯ = 2
a` medida que o campo magnetosta´tico aumenta.
Figura 12: Gra´ficos de dispersa˜o referente ao primeiro branch para valores de B0 entre
0.250 T e 1.000 T com E = 10 V/m.
Figura 13: Gra´ficos de dispersa˜o referente ao segundo branch para valores de B0 entre
0.250 T e 1.000 T com E = 10 V/m.
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Figura 14: Gra´ficos de dispersa˜o para diferentes amplitudes do campo ele´trico da radiac¸a˜o.
Admitimos um campo magnetosta´tico B0 = 1, 0 T .
A cada pico observado na figura 13 esta´ associado um u´nico ponto (B0,ξ, Ω¯). Esses
pontos fora do padra˜o sa˜o gerados por flutuac¸o˜es nume´ricas no programa durante o ca´lculo
da ra´ız da func¸a˜o diele´trica e portanto, na˜o ha´ nenhum fenoˆmeno f´ısico de maior interesse
associado a eles.
Observamos na Figura 14 que a amplitude do campo externo de radiac¸a˜o na˜o altera o
modo estaciona´rio associado a ξ = 0, pore´m exerce uma forte influeˆncia sobre as demais
oscilac¸o˜es coletivas. Verificamos que a radiac¸a˜o externa atua como um mecanismo capaz
de intensificar o decaimento dos modos para o modo ciclotroˆnico e ao mesmo tempo
acentuar as oscilac¸o˜es em torno desse harmoˆnico.
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Conclusa˜o
Neste trabalho utilizamos ferramentas de mecaˆnica quaˆntica para obter uma equac¸a˜o
de dispersa˜o para os modos longitudinais em plasmas magnetizados sujeitos a um campo
externo de radiac¸a˜o. A partir da equac¸a˜o obtida, fomos capazes de investigar algumas
propriedades dessas oscilac¸o˜es coletivas, como sua dependeˆncia em relac¸a˜o aos paraˆmetros
do plasma e dos campos externos.
Iniciamos com o problema de um ele´tron sujeito a um campo magne´tico uniforme e
esta´tico na direc¸a˜o do eixo-z e um campo externo de radiac¸a˜o na aproximac¸a˜o de dipolo
com polarizac¸a˜o ao longo do eixo-x. As soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Schro¨dinger para o ele´tron
sujeito exclusivamente aos campos externos foram obtidas em termos de um operador
unita´rio e das soluc¸o˜es de Landau. Em seguida introduzimos no Hamiltoniano eletroˆnico
um termo de energia eletrosta´tica associado aos campos longitudinais auto-consistentes
presentes no plasma. Assumindo uma pequena amplitude para esses campos e fomos
capazes de determinar, por meio de teoria de perturbac¸a˜o, a nova func¸a˜o de onda para
o ele´tron na presenc¸a do potencial eletrosta´tico perturbativo. A partir da func¸a˜o de
onda, obtivemos a flutuac¸a˜o na densidade de cargas e, por meio da equac¸a˜o de Poisson,
calculamos o potencial induzido. Com o potencial induzido fomos capazes de obter uma
expressa˜o para a func¸a˜o diele´trica do plasma e, por fim, obter uma relac¸a˜o funcional entre
as varia´veis adimensionais ξ e Ω¯. Na auseˆncia de radiac¸a˜o, recuperamos os resultados
obtidos anteriormente por Harris(1969) e por Bernstein(1958).
Percebemos que o somato´rio sobre o nu´mero de fo´tons representa a principal alterac¸a˜o
na equac¸a˜o de dispersa˜o comparada a`quela obtida para os modos de Bernstein. Nesse so-
mato´rio, as func¸o˜es de Bessel desempenham um importante papel, pois sa˜o responsa´veis
pelo cara´ter oscilato´rio observado nas curvas de dispersa˜o. Assumindo um campo magne-
tosta´tico forte e paraˆmetros usuais para densidade e temperatura do plasma, verificamos
que a influeˆncia da radiac¸a˜o se faz percept´ıvel somente no regime pro´ximo da ressonaˆncia.
Contudo, para o caso de campos magnetosta´ticos fracos admitimos a possibilidade da
influeˆncia da radiac¸a˜o mesmo quando ω¯ e´ consideravelmente diferente da unidade.
A partir da resoluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o impl´ıcita para ξ e Ω¯, obtivemos gra´ficos
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da relac¸a˜o de dispersa˜o das oscilac¸o˜es coletivas longitudinais. Primeiramente analisamos
a influeˆncia do nu´mero de fo´tons m envolvidos nas transic¸o˜es eletroˆnicas sobre o aspecto
das curvas de dispersa˜o. Constatamos a possibilidade de truncar o somato´rio em m em
um nu´mero ma´ximo de fo´tons M = 5 para os paraˆmetros utilizados nos gra´ficos e no
intervalo de definic¸a˜o destes. Observamos no primeiro branch que os modos associados
a M = 1 (um u´nico fo´ton) na˜o admitem frequeˆncia inferior a ωc. Verificamos que o
mesmo fato ocorre para o segundo branch com os modos associados a M = 1 e M = 2
o que nos sugere que esse comportamento se repita para os harmoˆnicos mais energe´ticos.
Observamos que a presenc¸a da radiac¸a˜o provoca o surgimento de modos estaciona´rios e
modos ressonantes propagativos, ambos com nu´meros de onda finitos e na˜o-nulos.
Analisamos tambe´m a influeˆncia da densidade do plasma sobre o aspecto dos gra´ficos
de dispersa˜o. Verificamos que o primeiro modo ressonante independe da densidade do
plasma e que em plasmas mais densos as oscilac¸o˜es em torno dos harmoˆnicos ciclotroˆnicos
ocorrem com amplitudes maiores. Observamos que para baixas temperaturas, as relac¸o˜es
de dispersa˜o para diferentes nu´meros de fo´tons(M < 4) diferem significativamente. Con-
tudo, para plasmas bastante energe´ticos (kBT ∼ 100 eV ) essas curvas sa˜o praticamente
ideˆnticas e muito pro´ximas ao gra´fico de dispersa˜o para os modos de Bernstein. Dessa
forma, constatamos que em altas temperaturas o principal mecanismo de excitac¸a˜o dos
modos longitudinais sa˜o as interac¸o˜es ele´tron-plasmon enquanto que para baixas tempera-
turas as interac¸o˜es ele´tron-fo´tons se mostram bastante significativas.
Verificamos que o campo magnetosta´tico e´ responsa´vel por confinar as oscilac¸o˜es lon-
gitudinais pro´ximas aos modos ciclotroˆnicos e por limitar suas velocidades de propagac¸a˜o.
Observamos a forte dependeˆncia dos modos coletivos com a amplitude da radiac¸a˜o ex-
terna. Constatamos que quanto maior a intensidade da radiac¸a˜o eletromagne´tica externa
mais acentuadas sa˜o as oscilac¸o˜es nos gra´ficos de dispersa˜o.
Como perspectivas futuras de atuac¸a˜o, pretendemos investigar os gra´ficos de dispersa˜o
em torno de harmoˆnicos ciclotroˆnicos mais energe´ticos. Visamos tambe´m aperfeic¸oar nosso
co´digo computacional para evitar problemas de convergeˆncia durante o ca´lculo das ra´ızes
da func¸a˜o diele´trica. Esperamos que dessa forma, possamos explorar uma amplitude
maior de valores para os paraˆmetros do plasma e dos campos. Pretendemos ainda obter
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APEˆNDICE A -- Obtenc¸a˜o do operador
unita´rio
A teoria sobre transformac¸o˜es unita´rias e´ abordada na maioria dos livros textos sobre
mecaˆnica quaˆntica. Em nosso trabalho recorremos a` te´cnica da utilizac¸a˜o desses tipos
de transformac¸o˜es para resolver o problema de um ele´tron sujeito aos campos B0 e E(t)
ilustrados na figura 4.
Conforme vimos no cap´ıtulo 3, para resolver a equac¸a˜o
H0Ψ




supomos uma soluc¸a˜o da forma
Ψ(0)(r, t) = UΦ(r, t). (A.2)
Substituindo (A.2) em (A.1), obtemos








(α˙ · r + β˙ · p + η˙)UΦ(r, t)
]
. (A.3)
Multiplicando a` esquerda ambos os membros de (A.3) por U † e notando que um
observa´vel qualquer O(r,p, t) transforma-se da forma
O(r,p, t) −→ U †O(r,p, t)U = O(r− β,p +α, t), (A.4)
temos,











































− α˙xx− α˙yy− α˙zz+ α˙xβx + α˙yβy + α˙zβz− β˙xpx− β˙ypy− β˙zpz− β˙xαx− β˙yαy− β˙zαz− η˙.
(A.6)



































β˙xαx + β˙yαy + β˙zαz + η˙ = 0. (A.7)
As func¸o˜es arbitra´rias α(t), β(t) e η(t) devem satisfazer (A.7). Para isso, devem
ser escolhidas de forma a anular os termos lineares em r e p e os termos que dependem
exclusivamente do tempo.
Dos termos lineares em r, obtemos
α˙x = 0 (A.8)
α˙y +ωcαx + ωc
eE
ω
sen(ωt)−meω2cβy = 0 (A.9)
α˙z = 0. (A.10)

































−α˙yβy+β˙xαx+β˙yαy+β˙zαz = 0. (A.14)
Para resolver o sistema de equac¸o˜es (A.8)-(A.14) devemos recorrer a` condic¸a˜o inicial
para o operador unita´rio
U(t = 0) = 1, (A.15)
que fornece, juntamente com (A.8) e (A.10),
αx(t) = αz(t) = 0 (A.16)
e, consequentemente,
βz = 0. (A.17)









que admite uma soluc¸a˜o do tipo
βy = Asen(ωt). (A.19)





onde γ1 = eE/me(ω
2
c − ω2).
Substituindo (A.20) em (A.9) e (A.11) e em seguida integrando no tempo, temos
αy = −meγ1ωc[cos(ωt)− 1] (A.21)
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βx = −γ1[cos(ωt)− 1], (A.22)
onde as constantes de integrac¸a˜o foram determinadas a partir de (A.15).
Substituindo os resultados obtidos para α(t) e β(t) em (A.14) e agrupando os termos



































onde novamente recorremos a` condic¸a˜o inicial para o operador unita´rio.





meωcγ1 (cos(ωt)− 1) y
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APEˆNDICE B -- Ca´lculo nume´rico das
Func¸o˜es de Bessel
As func¸o˜es de Bessel de primeira espe´cie, Jn(x), com n ∈ N, utilizadas diversas vezes
em nossos ca´lculos, surgem como soluc¸o˜es para a parte radial da equac¸a˜o de Helmholtz
em coordenadas cil´ındricas [36]. A equac¸a˜o de Helmholtz, por sua vez, e´ obtida a partir
da equac¸a˜o diferencial para a parte espacial das equac¸o˜es de onda e de difusa˜o. Por esse
motivo, as func¸o˜es de Bessel aparecem em uma ampla variedade de fenoˆmenos f´ısicos.











Nosso objetivo aqui na˜o e´ deduzir a expressa˜o anterior, mas discutir como podemos
implementar essas func¸o˜es do ponto de vista computacional. Uma primeira e imediata
possibilidade seria elaborar uma subroutina para calcular a expansa˜o (B.1) para valores
de n e x fornecidos. Contudo, o uso da definic¸a˜o para o ca´lculo das func¸o˜es de Bessel,
apesar de fornecer valores acurados para pequenos valores de x, apresenta problemas em
relac¸a˜o a` convergeˆncia para argumentos maiores.
Para evitar divergeˆncias nume´ricas durante os ca´lculos, utilizaremos o fato de que as
func¸o˜es de Bessel decrescem a` medida que sua ordem n aumenta. Essa caracter´ıstica esta´
ilustrada na Figura 15, onde e´ poss´ıvel perceber a existeˆncia de um inteiro N > 0 tal que
JN(x) ≈ 0 para x ≤ X. Para as ordens ilustradas na figura, este fato fica bastante n´ıtido
para X = 2, por exemplo.
Esse comportamento das func¸o˜es de Bessel nos permite estabelecer uma ordem de
corte na subroutina, a qual denotamos por N . Tomamos JN(x) = 1.0×10−30 e utilizando
a relac¸a˜o de recorreˆncia para as func¸o˜es de Bessel de primeira espe´cie
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fomos capazes de calcular as ordens menores a partir das maiores.
As func¸o˜es geradas atrave´s desse procedimento guardam as proporc¸o˜es entre si, pois
satisfazem (B.2), pore´m na˜o correspondem aos valores corretos das func¸o˜es de Bessel, pois
na˜o satisfazem a relac¸a˜o de normalizac¸a˜o




Para garantir sua normalizac¸a˜o, dividimos todas as func¸o˜es Jn(x) calculadas em (B.2)
pelo segundo membro de (B.3), que foi denotado na subroutina pela varia´vel sum. A
subroutina para o ca´lculo nume´rico das func¸o˜es de Bessel esta´ apresentada a seguir:



















Os paraˆmetros de entrada sa˜o a ordem de corte N e o valor do argumento x para o
qual se deseja calcular as func¸o˜es de Bessel. Como paraˆmetro de sa´ıda, a func¸a˜o retorna
o vetor JNEG que, em suas 2 · N + 1 entradas, armazena os valores das func¸o˜es de
Bessel de ordens positivas e negativas da seguinte forma: JNEG[N + k] = Jk(x), onde
−N ≤ k ≤ N .
A precisa˜o das func¸o˜es JNEG[n] esta´ intimamente relacionada aos valores dos paraˆmetros
de entrada N e x. Dessa forma, variando a ordem de corte N somos capazes de contro-
lar a precisa˜o dessas func¸o˜es em um intervalo de interesse. Pela Figura 16 vemos que
0 < x < 25 representa um intervalo confia´vel, pois nele as func¸o˜es geradas numericamente
possuem valores precisos.
As func¸o˜es de Bessel modificadas de primeira espe´cie In(x) relacionam-se com as
func¸o˜es de Bessel Jn(x) da seguinte forma:
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Figura 16: Func¸o˜es de Bessel J0(x) e J1(x) para N = 30. Os pontos representam os
gra´ficos gerados pela subroutina e as linhas correspondem aos gra´ficos fornecidos pelo
Gnuplot 4.6.0.
Figura 17: Exemplos de gra´ficos de dispersa˜o em que os argumentos das func¸o˜es de Bessel
extrapolam seu intervalo de confiabilidade. Utilizamos para a plotagem n0 = 10
18 m−3,
kBT = 1 eV , B0 = 0, 5 T e E = 10 V/m. Em cada gra´fico as curvas representam as
diferentes quantidades de fo´tons.
In(x) ≡ (i)−nJn(ix), (B.4)
que apresentam a propriedade de paridade em relac¸a˜o a sua ordem I−n(x) = In(x).
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Figura 18: Func¸o˜es de Bessel I0(x) e I1(x) para L = 30. Os pontos representam os gra´ficos
gerados pela subroutina e as linhas correspondem aos gra´ficos fornecidos pelo Maple 13.
Trocando a varia´vel x por −ix, podemos isolar Jn(x) em (B.4) e em seguida substitu´ı-
la em (B.2) para obter a fo´rmula de recorreˆncia para as func¸o˜es de Bessel modificadas
In+1(x) = In−1(x)− 2n
x
In(x). (B.5)
Da mesma forma, podemos obter a partir de (B.3) a relac¸a˜o de normalizac¸a˜o para
essas func¸o˜es




As relac¸o˜es de recorreˆncia e normalizac¸a˜o em (B.5) e (B.6) nos permitem implementar
computacionalmete as func¸o˜es de Bessel modificadas. A seguir apresentamos a subroutina
para o ca´lculo nume´rico dessas func¸o˜es.
















A subroutina recebe como paraˆmetros de entrada a ordem de corte L e o valor do
argumento x para o qual se deseja calcular o valor das func¸o˜es de Bessel modificadas.
Como paraˆmetro de sa´ıda a subroutina fornece um vetor I com L + 1 entradas tal que
I[k] = Ik(x).
Da mesma forma como verificamos para as func¸o˜es de Bessel Jm(x), o ca´lculo das
func¸o˜es de Bessel modificada pelo artif´ıcio de considerar uma ordem de corte L implica
em uma restric¸a˜o quanto ao intervalo de confiabilidade para os valores de x utilizados com
argumento da func¸a˜o. Para L = 30, a subroutina fornece resultados precisos somente para
0 ≤ x ≤ 18.
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#define KB 1.38e-23 // Constante de Boltzmann
#define e_0 8.85e-12 // Permissividade Eletrica do Vacuo
#define me 9.11e-31 // Massa do Eletron




#define B0 2. // Magnitude do Campo Magnetostatico (T)
#define E 10. // Amplitude do Campo de Radiac¸~ao (V/m)
#define omegabar 1.000001 // Freq. da Radiac¸~ao : Freq. Ciclotronica
#define n0 1.e20 // Densidade dos Eletrons (m-3)
#define Te (1)*11600 // Temperatura dos Eletrons (K)
#define wp e*sqrt(n0/(e_0*me)) // Freq. de Plasma
#define wc (e*B0/me) // Freq. Ciclotronica






typedef void (f_e_df)(double x, double c, int M, int L, double *fx, double *Dfx);
// A func¸~ao abaixo retorna o valor da func¸~ao dieletrica(fx) e de sua derivada(Dfx)
// para um dado no de onda(q) e uma dada freq.(W).
// Os somatorios em "m" e em "l", presentes na funcao dieletrica, sao truncados
// em m=mmax e l=lmax, respectivamente.






















//Algoritmo de Newton Raphson para obtencao de zeros de funcoes
double rtsafe(f_e_df (*funcd), double q, int mmax, int lmax, double x1,








if (fl == 0.0) return x1;
if (fh == 0.0) return x2;












if ((((rts-xh)*df-f)*((rts-xl)*df-f) > 0.0)











if (temp == rts) return rts;
}
if (fabs(dx) < xacc) return rts;
(*funcd)(rts,q,mmax,lmax,&f,&df);










int branch=1; //Informe o branch em que esta interessado
int M=5;
int L=30;
int i;
double num_onda,aux[M];
double inf_down,inf_up,sup_down,sup_up;
FILE *fp[M];
inf_down=(branch-1)+.3999999999;
inf_up=branch+.00000000001;
sup_down=branch-.00000000001;
if(branch==1)
{
if(sqrt(1+wp*wp/(wc*wc))<2.) sup_up=sqrt(1+wp*wp/(wc*wc));
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else sup_up=1+.9999999999;
}
else sup_up=branch+.9999999999;
for(i=0;i<=M;i++) fp[i]=fopen(n_arq("b1_n1e20_T1eV_m",i),"w");
num_onda=.001;
while(num_onda<=2.5)
{
for(i=0;i<=M;i++)
{
aux[i]=rtsafe(F_dielet,num_onda,i,L,inf_up,sup_up,.000000001);
if(fabs(aux[i]-inf_up)>.00001)
{
fprintf(fp[i],"%.18lf %.18lf\n", num_onda,
rtsafe(F_dielet,num_onda,i,L,inf_up,sup_up,.000000001));
}
else
{
fprintf(fp[i],"%.18lf %.18lf\n", num_onda,
rtsafe(F_dielet,num_onda,i,L,inf_down,sup_down,.000000001));
}
}
num_onda+=.001;
}
for(i=0;i<=M;i++) fclose(fp[i]);
printf("fim");
getchar();
return 0;
}
#undef MAXIT
